Une démonstration du
théoreme de Thales au
college par les aires




Le theoreme de Thales démontré en cycle 4:
la configuration des triangles emboites

Soit ABC un triangle.

” . M est un point du segment [AB] et
N un point du segment [AC].

Si (MN) et (BC) sont paralleles

AM AN
B C alors — = —
AB  AC




Démonstration du théoreme de Thales

Les éleves ont déja rencontré I'énoncé du théoreme.

LU'objectif est de leur permettre de le démontrer, avec un peu d’aide,

selon la méthode d’Euclide (Proposition 2 du livre VI des Eléments).
Pour cela, il est nécessaire que les éleves disposent de deux résultats

préliminaires afin d’alléger la charge mentale lors de la démonstration.



La démonstration s'appuie sur les deux résultats
suivants:

»le lemme de la paralléle qui fournit une égalité d’aires

(proposition 37 du livre | d’Euclide)

»le lemme des proportions qui permet de relier les rapports d’aires

et les rapports de longueurs (proposition 1 du livre VI d’Euclide)



Le lemme de |a parallele

Soient ABC et DBC deux triangles
de méme base [BC] dont les

sommets sont sur une parallele a
(BC)

Alors les deux triangles ont Ia
méme aire.



1. Manipulation
e Créer un triangle EFG.

* Créer la parallele a (EF) passant
par G. Placer un point H sur cette
parallele.

* Créer le triangle EHF.

* Afficher les aires des triangles EFG
et EFH.

2. Observation et expression

Que peut-on constater ?
e Déplacer le point H.

* Cette constatation est-t-elle toujours
vraie ?

Quelle conjecture peut-on faire ?

3. Démonstration
Démontrer la conjecture
4. Bilan

Enoncer le résultat que I'on vient
de découvrir et de prouver.



Réponses de Raphael

A. 4/ Lep aines de EFG & de EFH 2omt Q:gchQ
S Le ccméedum >om & feml s

6/ Ly s dan \niwnap% EFG o EFRH 2ol \‘mla(fwhb {501
O. L™ adne e EFG 20na k"‘(‘jdw'b q:ag.pp, G ueppc de £EFH o
h lare da *nc‘ama()% ol pu‘ mama (EF) of s Recechss
addl can G ook H 2ot 2 Yo mame
ﬁ Qa Qrabal ajde, um .bearmefnf
(er) ¢ wn segment LHE)

méme  Jnbtamca

(pan B 48 € & (EF))

dﬂof.“Q (Jcmaopa:é

[ Ga) L
PUp ndiucutane a

FIQAP%O‘L\.upcu}]Q, o~ (EF) 67)“ ()0*

—~



L’enonce du resu\tat
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Réactivation du lemme de |a para
Le theoreme du papillon

ABCD est un trapeze. Ses diagonales
se coupent en O.

a) Comparer les aires des triangles

e

e

ADC et BCD. Justifier la réponse.

b) Exprimer les aires des triangles
AOD et BOC sous forme d’une O
différence d’aires.

c) Deéduire de cette expression que

les triangles AOD et BOC ont 0
méme aire.
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Le [emme des proportions

Soient ABC et AB’C’ deux triangles
ayant en commun le sommet A et
dont les cotés [BC] et [B'C’] sont
portés par la méme droite.

Le rapport des aires de ABC et de

AB’C’ est égal au rapport des
longueurs BC et B'C’.




eves

Le lemme des proportions avec les é

On considere la figure ci-contre.

aire de KLM _ LM
aire de KLN LN

Démontrer que
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La démonstration du théoreme de Thales

On suppose que (MN) et (BC) sont paralleles

AM AN

h N On veut prouver gue — = —
AB  AC




La démonstration du théoreme de Thales

Stratégie

On a des rapports de longueurs a comparer, on va les transformer en

rapports d'aires grace au lemme des proportions.

Pour transformer ces rapports de longueurs en rapport d’aires grace au
lemme des proportions, il suffit de considérer un point qui sera le

sommet de deux triangles dont chacun des segments est une base.



Etape 1

A
M N AM  aire AMC it C
AB  aire ABC (point €)
B C




Etape 2

AN B aire ANB
AC  aire ACB

(point B)




Etape 3: comparaison des rapports d'aires

On s’est arrangé pour que la méme aire intervienne au dénominateur. On compare

aire AMC e aire ANB
aire ABC aire ACB

ce qui revient a comparer l'aire de ACM et 'aire de ABN :

A Par addition: Par soustraction:

aire AMC= aire MNC + aire AMN | aire AMC= aire ABC — aire MBC

M N
aire ANB = aire MNP + aire AMN aire ANB = aire ABC — aire NBC
Or aire MNB = aire MNC Or aire MBC = aire NBC
(lemme du trapéze) (lemme du trapéze)

C Donc aire AMC= aire ANB Donc aire AMC= aire ANB




Proposition de démonstration pour les éleves

M est un point du segment [AB], N est 1. En utilisant le lemme de la parallele, quelles aires
de triangles sont égales ? En déduire que les

un point du Seg\me\nt [AC] _et la droite triangles AMC et ANB ont la méme aire.
(MN) est parallele a la droite (BC). N _
2. Enutilisant le lemme des proportions,

aire AMC

- comme un rapport de
aire ABC

a) Exprimer
longueurs.

aire ANB

- comme un rapport de
aire ABC

b) Exprimer
longueurs.

3. En utilisant les questions 1 et 2, montrer

AM AN
que — =
AB ~ AC
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Conclusion

* La méthode des aires permet de démontrer un résultat important du

cours conformément au BO.

e Cette démonstration est accessible aux éleves car elle devient tres
visuelle a condition d’avoir rendus disponibles les résultats

préliminaires.

e Ce travail sur les aires peut étre préparé des le cycle 3.



