
 

 Né en 1845 à Saint Pétersbourg, Georg Cantor est un 
mathémaƟcien allemand qui a étudié l’ingénierie à Zurich puis 
les mathémaƟques à Berlin. Il introduit l’étude de l’infini en 
acte dans les mathémaƟques et on lui doit la définiƟon 
toujours actuelle d’ensemble infini. Traité de « charlatan de la 
science » par certains collègues, il poursuit ses recherches et 
dote les mathémaƟques d’une nouvelle façon de penser, plus 
libre. 
Il définit les noƟons de cardinal d’un ensemble, les opéraƟons 
ensemblistes de base, notamment d’équipotence à l’aide de 
bijecƟons. Il prouve que les nombres réels sont « plus nombreux » que les nombres 
enƟers, définit la noƟon d’ensemble dénombrable (c’est-à-dire équipotent à l’ensemble 
des enƟers naturels) et prouve l’existence d’une infinité d’infinis. 
Il est le premier à créer une théorie qui ne peut être visualisée de façon concrète 
changeant par là même l’essence des mathémaƟques qui « réside dans leur liberté » 
selon ses propres termes. 
Confronté à la résistance des mathémaƟciens de son époque, il est cependant soutenu 
par David Hilbert qui a affirmé « Nul ne doit nous exclure du Paradis que Cantor a 
créé ». 
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Géométrie 
 

Exercice 1 
 
Dans la figure ci-contre, 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un rectangle dont l'aire est égale à 224.  
Des demi-cercles de diamètres [𝐴𝐷] et [𝐵𝐶] sont tracés à l'intérieur du rectangle. 
On suppose que la distance la plus courte entre les demi- cercles est égale à 2.  
Déterminer l'aire de la parƟe ombrée. 

 
 
On note 𝑃 et 𝑄 les milieux respecƟfs des segments [𝐴𝐷] et [𝐵𝐶] et 𝑟 le rayon 
commun aux deux demi-cercles.  
Les points 𝑃 et 𝑄 sont aussi les centres des cercles contenant les demi-cercles donc, 
si on note 𝑆 et 𝑇 les points d’intersecƟon de la droite (𝑃𝑄) avec les cercles de 
diamètres respecƟfs [𝐴𝐷] et [𝐵 𝐶], alors : 
𝑃𝐴 = 𝑃𝑆 = 𝑃𝐷 = 𝑟 et 𝑄𝐵 = 𝑄𝐶 = 𝑄𝑇 = 𝑟. 
De plus, la distance la plus courte entre les demi- cercles est égale à 2 donc 𝑆𝑇 = 2. 

 
L’aire du rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 est égale à 224 s’écrit donc 2𝑟(2𝑟 + 2) = 224 soit 4𝑟ଶ + 4𝑟 − 224 = 0 soit 𝑟ଶ + 𝑟 − 56 = 0. 
Le discriminant de ceƩe équaƟon est Δ = 225 et ses soluƟons sont 7 et −8.  
Seule la valeur posiƟve convient donc 𝑟 = 7 et l’aire de la parƟe ombrée est égale à l’aire 𝒜 du rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 à laquelle 
on retranche l’aire des deux demi-disques soit l’aire d’un disque de rayon 𝑟 : 𝒜 = 224 − π × 7ଶ = 224 − 49π. 

 
Exercice 2 
 
On considère trois cercles de centres respecƟfs 𝐴, 𝐵, 𝐶 et dont les rayons sont 
respecƟvement 
 𝑟஺ = √3 − 1, 𝑟஻ = 3 − √3, 𝑟஼ = √3 + 1.  
Chacun de ces cercles est tangent extérieurement aux deux autres.  
Déterminer l’aire du domaine grisé.  

 
L’aire cherchée est égale à l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶 à laquelle on retranche l’aire du secteur angulaire du peƟt cercle délimité 
par les segments [𝐴𝐵] et [𝐴𝐶]. 
Comme les cercles sont tangents extérieurement,  
𝐴𝐵 = 𝑟஺ + 𝑟஻ = √3 − 1 + 3 − √3 = 2, 𝐵𝐶 = 𝑟஻ + 𝑟஼ = 3 − √3 + √3 + 1 = 4, 𝐴𝐶 = 𝑟஺ + 𝑟஼ = √3 − 1 + √3 + 1 = 2√3  
On constate que 𝐴𝐶ଶ + 𝐴𝐵ଶ = 4 × 3 + 4 = 16 = 𝐵𝐶ଶ ce qui signifie que le triangle 𝐴𝐵𝐶 est rectangle en 𝐴. 

Son aire est donc égale à ଵ
ଶ

× 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 =
ଵ

ଶ
× 2 × 2√3 = 2√3. 

D’autre part, comme l’angle en 𝐴 est droit, le secteur angulaire considéré a pour aire le quart de l’aire du disque de centre 

𝐴 soit ଵ
ସ

× π × (𝑟஺)ଶ =
ଵ

ସ
× π × ൫√3 − 1൯

ଶ
=

஠

ସ
൫4 − 2√3൯. 

L’aire du domaine grisé est donc égale à 2√3 −
஠

ସ
൫4 − 2√3൯. 

 
Exercice 3 
On considère quatre points 𝐵, 𝐶, 𝐷 et 𝐸 alignés dans cet ordre sur une droite et 𝐴 un point de la perpendiculaire à la 
droite (𝐵𝐶) passant par 𝐵 tel que les angles 𝐵𝐴𝐶,෣  𝐶𝐴𝐷,෣ 𝐷𝐴𝐸 ෣ ont même mesure. 
On pose 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐶𝐷 = 𝑏. 
Exprimer la distance 𝐷𝐸 en foncƟon de 𝑎 et 𝑏. 
 



Le point 𝐶 est un point de la bissectrice de l’angle 𝐵𝐴𝐷෣ . Il est donc situé 
à égale distance des droites (𝐴𝐵) et (𝐴𝐷). Comme le triangle 𝐴𝐵𝐶 est 
rectangle en 𝐵, la distance de 𝐶 à (𝐴𝐵) est 𝐵𝐶 = 𝑎.  
Soit 𝐹 le projeté orthogonal de 𝐶 sur (𝐴𝐷).  on a de même 𝐶𝐹 = 𝑎.  
Les triangles 𝐴𝐵𝐶 et 𝐴𝐹𝐶 sont rectangles, ont le côté [𝐴𝐶] en commun 
et 𝐵𝐴𝐶෣ = 𝐶𝐴𝐹෣. Ils sont donc isométriques d’où 𝐵𝐶 = 𝐶𝐹 = 𝑎. 
Soit G le point d’intersecƟon des droites (𝐶𝐹) et (𝐴𝐸). Les triangles 𝐴𝐶𝐹  
et 𝐴𝐺𝐹 sont rectangles, ont le côté [𝐴𝐹] en commun et 𝐶𝐴𝐹෣ = 𝐶𝐴𝐷෣ = 𝐷𝐴𝐸෣ = 𝐷𝐴𝐺෣ . Ils sont donc isométriques d’où 
𝐶𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝑎.  
Les triangles 𝐶𝐹𝐷 et 𝐷𝐹𝐺 sont rectangles, ont le côté [𝐹𝐷] en commun et 𝐶𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝑎. Ils sont donc isométriques 
d’où 𝐶𝐷 = 𝐷𝐺 = 𝑏.  
Soit 𝐻 le point d’intersecƟon de la parallèle à (𝐶𝐺) passant par 𝐷. Alors 𝐺𝐻𝐷෣ = 𝐴𝐻𝐷෣ = 𝐴𝐺𝐶෣ = 𝐴𝐶𝐺෣ = 𝐴𝐶𝐵෣. (*) 
 Montrons que le triangle 𝐷𝐺𝐻 est isocèle en 𝐷 et, pour cela, que 𝐷𝐺𝐻෣ = 𝐷𝐻𝐺෣ .  
180° = 𝐷𝐺𝐻෣ + 𝐷𝐺𝐶෣ + 𝐶𝐺𝐴෣ = 𝐷𝐺𝐻෣ + 𝐷𝐶𝐺෣ + 𝐴𝐶𝐺෣ = 𝐷𝐺𝐻෣ + 𝐷𝐶𝐹෣ + 𝐴𝐶𝐹෣ = 𝐷𝐺𝐻෣ + 180° − 𝐴𝐶𝐵෣  
On en déduit que 𝐷𝐺𝐻෣ = 𝐴𝐶𝐵෣.  
Comme 𝐺𝐻𝐷෣ = 𝐴𝐶𝐵෣ d’après (*), on en déduit que 𝐷𝐺𝐻෣ = 𝐺𝐻𝐷෣  et que le triangle 𝐺𝐷𝐻 est isocèle en 𝐷.  
En parƟculier 𝐷𝐻 = 𝐷𝐺 = 𝑏.  
Or, comme les droites (𝐷𝐻) et (𝐶𝐺) sont parallèles, les triangles 𝐸𝐷𝐻 et 𝐸𝐶𝐺 sont semblables. 

On peut donc écrire ாு

ாீ
=

ா஽

ா஼
=

ு஽

ீ஼
. La deuxième égalité s’écrit ௖

௕ା௖
=

௕

ଶ௔
 soit 𝑐 × 2𝑎 = 𝑏(𝑏 + 𝑐) soit 𝑐 =

௕మ

ଶ௔ି௕
 (si 2𝑎 ≠

𝑏). 
 
Exercice 4 
On considère un cône de révoluƟon, 𝐴 un point du cercle de sa base, 𝐶 son sommet et 𝐵 
un point situé sur sa surface latérale, sur le segment [𝐴𝐶]. 
On suppose que : 
 𝐵 est à une hauteur de 3√7 de la base du cône ; 
 le périmètre de la base est égal à 3π ; 
 la secƟon circulaire du cône par le plan parallèle à la base et passant par 𝐵 est un cercle 

de périmètre π. 
Déterminer la longueur minimale 𝑝 d’un chemin s’enroulant une fois autour du cône et 
allant de 𝐴 à 𝐵.  

 

Soit 𝑟 le rayon de la base et 𝑟’ celui de la secƟon passant par 𝐵. Alors 3π = 2π𝑟 soit 𝑟 =
ଷ

ଶ
 et π = 2π𝑟′ soit 𝑟′ =

ଵ

ଶ
. 

On va déjà calculer la distance 𝐴𝐶. Pour cela on note 𝐷 le projeté orthogonal de 𝐵 sur 
la base du cône.  
La figure ci-contre représente une secƟon verƟcale du cône et on sait que 𝐵𝐷 = 3√7. 
D’autre part, comme le cône est de révoluƟon, 𝐴𝐷 = 𝑟 − 𝑟′ = 1. 
En appliquant le théorème de Pythagore dans le triangle 𝐴𝐵𝐷 rectangle en 𝐷, on 

obƟent 𝐴𝐵 = ට൫3√7൯
ଶ

+ 1 = √63 + 1 = 8.  
Si on note 𝐸 le centre de la base du cône, les triangles 𝐴𝐸𝐶 et 𝐴𝐷𝐵 sont semblables (côtés deux à deux parallèles) donc 
஺஻

஺஼
=

஺஽

஺ா
 soit ଼

஺஼
=

ଶ

௥
=

ଶ

ଷ
 soit 𝐴𝐶 = 12. 

 
 



Pour obtenir le chemin le plus court entre 𝐴 et 𝐵 sur le cône, on « coupe » 
le cône suivant les segments [𝐶𝐴] et [𝐶𝐵], ce qui donne un secteur angulaire 
de centre 𝐶 délimité par les rayons [𝐶𝐴] et [𝐶𝐸] et le chemin le plus court 
entre deux points étant la ligne droite, il reste à calculer 𝑝 = 𝐴𝐵 sur ce 
secteur plan. 
La longueur de l’arc de A à E est égale au périmètre de la base du cône soit 
3π. L’angle du secteur angulaire est proporƟonnel à la longueur de l’arc qu’il 
délimite.  
Comme son rayon est égal à 12, on a :  𝐴𝐶𝐸෣ =

ଷ஠

ଶ×ଵଶ×஠
× 360° = 45°  

Comme 𝐵𝐶 = 12 − 8 = 4, en se plaçant dans le triangle 𝐴𝐵𝐶, la relaƟon entre distances et cosinus dans un triangle 

quelconque permet d’écrire : 𝑝ଶ = 𝐴𝐶ଶ + 𝐵𝐶ଶ − 2 × 𝐴𝐶 × 𝐵𝐶 × cos 𝐴𝐶𝐵෣ soit 𝑝ଶ = 144 + 16 − 2 × 12 × 4 ×
√ଶ

ଶ
 

c’est-à-dire 𝑝ଶ = 160 − 48√2 et donc 𝑝 = ඥ160 − 48√2 
 
 
Exercice 5 
 
Dans la figure ci-contre, on considère un quart de disque 𝑂𝑃𝑄 de rayon 1 dans lequel 
est inscrit un carré 𝐴𝑂𝐶𝐵,le point 𝐴 étant sur [𝑂𝑃], le point 𝐵 sur le quart de cercle 
𝑂𝑃𝑄 et le point 𝐶 sur [𝑂𝑄].  
On imagine réitérer à l’infini le processus à parƟr de l’arc de cercle 𝑂𝐴𝐶 en inscrivant à 
chaque fois un carré dans le quart de disque obtenu. 
Quelle est alors l’aire totale 𝒜 des différents domaines en noir ? 
  
Comme 𝐴𝑂𝐶𝐵 est un carré, le triangle 𝑂𝐶𝐵 est isocèle rectangle en 𝐶 et, en appliquant le théorème de Pythagore, on 

obƟent 𝑂𝐶ଶ + 𝑂𝐴ଶ = 𝑂𝐵ଶ = 1 d’où 𝑂𝐴 = 𝑂𝐶 =
ଵ

√ଶ
. L’aire du carré 𝐴𝑂𝐶𝐵 est donc égale à ቀ ଵ

√ଶ
ቁ

ଶ
=

ଵ

ଶ
. 

Le quart de disque 𝑂𝐴𝐶 a pour rayon 𝑂𝐶 =
ଵ

√ଶ
 et donc pour aire ଵ

ସ
× π ቀ

ଵ

√ଶ
ቁ

ଶ
=

஠

଼
. 

L’aire de la plus grande des régions consƟtuant le domaine en noir est donc ଵ
ଶ

−
஠

଼
.  

Si on note 𝒜′ l’aire du domaine en noir privé de la plus grande des régions le consƟtuant, alors 𝒜 − 𝒜ᇱ =
ଵ

ଶ
−

஠

଼
. (*) 

De plus, la figure complète est un agrandissement de la figure obtenue dans le quart de disque 𝑂𝐴𝐶. Le coefficient 

d’agrandissement 𝑘 est tel que 𝑘ଶ =
𝒜

𝒜ᇱ
  et aussi 𝑘ଶ =

𝒜ೀುೂ

𝒜ೀಲ಴
=

ಘ

ర
ಘ

ఴ

= 2 donc 𝒜ᇱ =
ଵ

ଶ
 𝒜 . En reportant ceƩe égalité dans 

l’égalité (*), on obƟent 𝒜 −
ଵ

ଶ
 𝒜 =

ଵ

ଶ
−

஠

଼
 soit 𝒜 = 1 −

஠

ସ
. 

 
 
Exercice 6 
 
Trois sphères de centres 𝑃, 𝑄 et 𝑅 sont tangentes deux à deux et 
tangentes à un même plan 𝒫. 
Les points de contact des trois sphères avec le plan sont notés 
respecƟvement 𝐴, 𝐵 et 𝐶 et les rayons des sphères sont notés 
respecƟvement 𝑥, 𝑦, 𝑧.  
On suppose que les côtés du triangle 𝐴𝐵𝐶 ont pour longueurs 𝐴𝐵 = 𝑐, 
𝐵𝐶 = 𝑎 et 𝐶𝐴 = 𝑏.   
Déterminer les longueurs 𝑥, 𝑦, 𝑧 en foncƟon des longueurs 𝑎, 𝑏, 𝑐. 
  

Les droites (𝐴𝑃) et (𝐵𝑄) sont perpendiculaires au plan 𝒫 (puisque les sphères sont tangentes à 𝒫 en 𝐴 et en 𝐵). Ces 
droites sont donc parallèles. Le quadrilatère 𝑃𝐴𝐵𝑄 est donc un trapèze. Si on note 𝑃’ le projeté orthogonal de 𝑃 sur la 
droite (𝐵𝑄). A priori, deux cas sont alors possibles :  



 

ou 

 
𝑥 ≤ 𝑦 𝑥 ≥ 𝑦 

 
Dans les deux cas, 𝑃𝑃’𝑄 est un triangle rectangle en 𝑃’ et, d’après le théorème de Pythagore,  
𝑃𝑃′ଶ + 𝑃′𝑄ଶ = 𝑃𝑄ଶ. De plus, dans les deux cas, 𝑃′𝑄ଶ = (𝑥 − 𝑦)ଶ, donc (𝑥 + 𝑦)ଶ = (𝑥 − 𝑦)ଶ + 𝑃𝑃′ଶ. 
 Dans les deux cas, le quadrilatère 𝑃𝑃’𝐵𝐴 a trois angles droits. C’est donc un rectangle d’où 𝑃𝑃′ଶ = 𝐴𝐵ଶ = 𝑐ଶ. 

On en déduit que (𝑥 + 𝑦)ଶ = (𝑥 − 𝑦)ଶ + 𝑐ଶ soit 𝑥𝑦 =
௖మ

ସ
. (1) 

En raisonnant de la même façon avec les sphères de centres 𝑄 et 𝑅 puis les sphères de centres 𝑅 et 𝑃, on obƟent 

 𝑦𝑧 =
௔మ

ସ
  (2)  et   z𝑥 =

௕మ

ସ
  (3). 

En mulƟpliant membre à membre les égalités (1), (2) et (3), on obƟent 𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧ଶ =
ଵ

଺ସ
𝑎ଶ𝑏ଶ𝑐ଶ. Comme les longueurs sont 

des nombres posiƟfs, cela signifie que 𝑥𝑦𝑧 =
ଵ

଼
𝑎𝑏𝑐. 

En divisant membre à membre ceƩe égalité par chacune des égalités (1), (2) et (3), on abouƟt à : 

𝑥 =
భ

ఴ
௔௕௖

ೌమ

ర

=
௕௖

ଶ௔
, 𝑦 =

భ

ఴ
௔௕௖

್మ

ర

=
௖௔

ଶ௕
,

భ

ఴ
௔௕௖

೎మ

ర

=
௔௕

ଶ௖
.  

 
Exercice 7 
Un luminaire est suspendu d’un point 𝑂 au plafond comme dans la figure ci-contre. 
Trois fils de 50 cm de long partent de 𝑂 et passent chacun par un des sommets d’un triangle 
𝑋𝑌𝑍 équilatéral. 
On suppose que l’épaisseur de la plaque triangulaire 𝑋𝑌𝑍 est négligeable, que ceƩe plaque 
est horizontale et que ses côtés mesurent 30 cm.  
Aux extrémités 𝑀, 𝑁, 𝑃 des fils sont aƩachées des ampoules et la distance du point 𝑂 au plan 
horizontal 𝑀𝑁𝑃 est de 45 cm. 
Déterminer la distance du point 𝑂 au plan (𝑋𝑌𝑍).  
 
Les plans (𝑋𝑌𝑍) et (𝑀𝑁𝑃) étant parallèles, le triangle 𝑋𝑌𝑍 étant équilatéral et les fils 𝑂𝑋𝑀, 𝑂𝑌𝑁, 𝑂𝑍𝑃 étant de même 
longueur, 𝑂𝑋 = 𝑂𝑌 = 𝑂𝑍   
On pose 𝑂𝑋 = 𝑂𝑌 = 𝑂𝑍 = 𝑥. Alors 𝑋𝑀 = 𝑌𝑁 = 𝑍𝑃 = 50 − 𝑥 et la distance 𝑑 des points 𝑋, 𝑌, 𝑍 au plafond est  
𝑑 = 45 − (50 − 𝑥) = 𝑥 − 5. 
Soit 𝐼, 𝐽, 𝐾 les milieux respecƟfs des segments , [𝑋𝑌], [𝑌𝑍], [𝑍𝑋] et 𝐺 le point de concours des médianes du triangle 𝑋𝑌𝑍. 
Par symétrie et puisque le triangle 𝑋𝑌𝑍 est équilatéral, le point 𝐺 est le projeté orthogonal du point 𝑂 sur le plan (𝑋𝑌𝑍). 
On en déduit que 𝑂𝐺 = 𝑑 = 𝑥 − 5.  
Dans le triangle 𝑂𝐺𝑋 rectangle en 𝐺, d’après le théorème de Pythagore,  
𝑂𝑋ଶ = 𝑂𝐺ଶ + 𝐺𝑋ଶ soit 𝐺𝑋ଶ = 𝑥ଶ − (𝑥 − 5)ଶ = 10𝑥 − 25 
Or, dans le triangle équilatéral 𝑋𝑌𝑍, le point 𝐺 est aussi le point de concours des 
médiatrices des côtés du triangle. En parƟculier le triangle 𝑋𝐼𝐺 est rectangle en 𝐼 

donc, par définiƟon de 𝐼, 𝑋𝐼 =
ଵ

ଶ
𝑋𝑌 = 15 et ௑ூ

௑ீ
= cos

଺଴°

ଶ
= cos 30° =

√ଷ

ଶ
  

soit 𝑋𝐺 =
ଶ

√ଷ
𝑋𝐼 =

ଷ଴

√ଷ
= 10√3 

Le nombre 𝑥 est donc soluƟon de l’équaƟon 10𝑥 − 25 = ൫10√3൯
ଶ

 

 
soit 10𝑥 − 25 = 300 soit 𝑥 = 32,5. 
Finalement, la distance du point 𝑂 au plan (𝑋𝑌𝑍) est  𝑥 − 5 soit 27,5 cm. 
 
 



 
 
 
 
 
 
 

  



ArithméƟque 
Exercice 1  
Déterminer les nombres premiers 𝑝, 𝑞, 𝑟 tels que 𝑝ଷ + 𝑝ଶ + 𝑝 + 1 = 𝑞𝑟. 
 
L’équaƟon donnée s’écrit en fait (𝑝ଶ + 1)(𝑝 + 1) = 𝑞𝑟. 
Si 𝑝 > 2, alors 𝑝 et 𝑝ଶ sont impairs donc 𝑝 + 1 et 𝑝ଶ + 1 sont tous les deux pairs et 𝑞𝑟 est un mulƟple de 4. Comme 𝑞 
et 𝑟 sont des nombres premiers, la seule possibilité est 𝑞 = 𝑟 = 2. Or (𝑝ଶ + 1)(𝑝 + 1) > 15 puisque 𝑝 > 2. On en 
déduit que 𝑝 = 2 et alors 𝑞𝑟 = 15 soit 𝑞 = 3 et 𝑟 = 5 ou 𝑞 = 5 et 𝑟 = 3. 
 
Exercice 2 – Palindrome   
Un nombre enƟer est un nombre palindrome lorsque son écriture se lit de la même façon de la gauche la droite que de 
la droite vers la gauche. 
Déterminer les nombres enƟers palindromes de cinq chiffres qui sont des carrés parfaits et tels que le chiffre du milieu 
est le double du premier chiffre. 
 
Un nombre palindrome de cinq chiffres s’écrit 𝑁 = 10 000𝑎 + 1 000𝑏 + 100𝑐 + 10𝑏 + 𝑎 . 
On sait de plus que 𝑐 = 2𝑎 donc 𝑁 = 10 201𝑎 + 1 010𝑏. 
Or 10 201 = 101ଶ et 1 010 = 101 × 10 donc 𝑁 est un mulƟple de 101 qui est un nombre premier. 
Pour que 𝑁 soit un carré parfait, il est donc nécessaire que 𝑁 soit un mulƟple de 101ଶ = 10 201 c’est-à-dire qu’il existe 
un enƟer 𝑘 tel que 𝑁 = 10 201𝑘ଶ. Comme 𝑁 a cinq chiffres, 1 ≤ 𝑘ଶ ≤ 9. De plus, k doit lui-même être un carré parfait, 
ce qui ne laisse que trois possibilités 𝑘 = 1, 𝑘 = 2 ou 𝑘 = 3. 
On vérifie : 
si 𝑘 = 1, alors 𝑁 = 10 201 = 101ଶ, si  𝑘 = 2, alors 𝑁 = 40 804 = 202ଶ et ces deux nombres conviennent bien. 
En revanche, si 𝑘 = 3, alors 𝑁 = 91 809 qui n’est pas un palindrome. 
Les seules soluƟons sont donc 10 201 et 40 804. 
 
Exercice 3 

Pour tout enƟer naturel strictement posiƟf 𝑛, on considère les nombres enƟers : 
𝑎ଵ = 𝑛ଶ − 10𝑛 + 23, 𝑎ଶ = 𝑛ଶ − 9𝑛 + 31, 𝑎ଷ = 𝑛ଶ − 12𝑛 + 46.  
1. Déterminer la parité du nombre 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ. 
2. Déterminer les enƟers 𝑛 tels que les nombres 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ sont des enƟers naturels premiers. 

 
1. 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ = 3𝑛ଶ − 31𝑛 + 100 = 2(𝑛ଶ − 15𝑛 + 50) + 𝑛ଶ − 𝑛. 

Donc 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ a la même parité que 𝑛ଶ − 𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1). Or le produit de deux enƟers consécuƟfs est un 
nombre pair donc 𝑎ଵ + 𝑎ଶ + 𝑎ଷ est un nombre pair. 

2. On commence par vérifier que les enƟers 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ sont deux à deux disƟncts. 
En effet, 𝑎ଵ = 𝑎ଶ s’écrit 𝑛ଶ − 10𝑛 + 23 = 𝑛ଶ − 9𝑛 + 31 soit 𝑛 = −8, ce qui est impossible puisque 𝑛 > 0. 
𝑎ଵ = 𝑎ଷ s’écrit 𝑛ଶ − 10𝑛 + 23 = 𝑛ଶ − 12𝑛 + 46 soit 2𝑛 = 23, ce qui est impossible puisque 𝑛 est un enƟer. 
𝑎ଶ = 𝑎ଷ s’écrit 𝑛ଶ − 9𝑛 + 31 = 𝑛ଶ − 12𝑛 + 46 soit 3𝑛 = 15 soit 𝑛 = 5. Dans ce cas  𝑎ଵ = −2, ce qui est impossible 
puisque 𝑎ଵ est un enƟer naturel. 
La somme de trois nombres premiers deux à deux disƟncts est paire si et seulement l’un d’eux est égal à 2. 
L’équaƟon 𝑛ଶ − 10𝑛 + 23 = 2 s’écrit 𝑛ଶ − 10𝑛 + 21 = 0 et a pour soluƟons 3 et 7. Si 𝑛 = 3 alors 𝑎ଶ = 13 et 𝑎ଷ =

19 et si 𝑛 = 7 alors 𝑎ଶ = 17 et 𝑎ଷ = 11. Ces valeurs conviennent. 
L’équaƟon 𝑛ଶ − 9𝑛 + 31 = 2 s’écrit 𝑛ଶ − 9𝑛 + 29 = 0 et n’a pas de soluƟon. 
L’équaƟon 𝑛ଶ − 12𝑛 + 46 = 2 s’écrit 𝑛ଶ − 12𝑛 + 44 = 0 et n’a pas de soluƟon. 
Au final les enƟers soluƟons sont 3 et 7. 

 
Exercice 4 
1. Démontrer que, pour tout enƟer 𝑥, l’enƟer 𝑥ଷ − 𝑥 est un mulƟple de 3. 
2. En déduire que, pour tout enƟer naturel non nul 𝑛, la différence entre le cube de la somme de 𝑛 enƟers naturels et   

la somme des cubes de ces enƟers naturels est un mulƟple de 3. 



 
1. Pour tout nombre réel 𝑥, 𝑥ଷ − 𝑥 = 𝑥(𝑥ଶ − 1) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1).  

Or dans trois enƟers consécuƟfs, il y a un enƟer mulƟple de 3. Donc, pour tout enƟer 𝑥, 𝑥ଷ − 𝑥 est un mulƟple de 3. 
2. Soit n un enƟer naturel non nul et soit 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ 𝑛 enƟers.  

On veut montrer que 𝑁 = (𝑎ଵ + 𝑎ଶ + … + 𝑎௡)ଷ − (𝑎ଵ
ଷ + 𝑎ଶ

ଷ + ⋯ + 𝑎௡
ଷ) est un mulƟple de 3. 

Or 𝑁 = (𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡)ଷ − (𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡) + (𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡) − (𝑎ଵ
ଷ + 𝑎ଶ

ଷ + ⋯ + 𝑎௡
ଷ) 

soit 𝑁 = (𝑎ଵ + 𝑎ଶ + … + 𝑎௡)ଷ − (𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡) − ቀ(𝑎ଵ
ଷ − 𝑎ଵ) + (𝑎ଶ

ଷ − 𝑎ଶ) + ⋯ + (𝑎௡
ଷ − 𝑎௡)ቁ. 

D’après la a., en posant 𝑥 = 𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡, (𝑎ଵ +  𝑎ଶ +  … + 𝑎௡)ଷ − (𝑎ଵ + 𝑎ଶ + … + 𝑎௡) est un mulƟple de 
3. Toujours d’après la a., 𝑎ଵ

ଷ − 𝑎ଵ, 𝑎ଶ
ଷ − 𝑎ଶ, 𝑎௡

ଷ − 𝑎௡ sont des mulƟples de 3. 
Par somme 𝑁 est bien un mulƟple de 3. 

 
Exercice 5 
Pour tout enƟer naturel 𝑛, on note 𝐴(𝑛) le nombre obtenu en écrivant à la suite tous les enƟers compris entre 1 et 𝑛. 
Par exemple 𝐴(17) = 1 234 567 891 011 121 314 151 617. 
Déterminer le plus peƟt enƟer 𝑛 à quatre chiffres tel que 𝐴(𝑛) est divisible par 9. 
 
Un enƟer est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est divisible par 9. Soit 𝑛 un enƟer à quatre 
chiffres. Alors 𝐴(𝑛) est la somme de 𝐴(999) et des chiffres consƟtuant la suite de l’écriture de 𝑛.  
On commence par calculer 𝐴(999) en remarquant que tout enƟer de 0 à 999 peut être considéré comme ayant trois 
chiffres en l’écrivant éventuellement avec des 0 (par exemple, 005 pour 5 et 000 pour 0) et qu’introduire des 0 dans 
l’écriture de 𝑛 ne change pas la valeur de 𝐴(𝑛). 
Il y a 1 000 enƟers de 0 à 999 et ces 1 000 enƟers, chacun de trois chiffres, donnent au total 3 000 chiffres. Dans ces 
3 000 chiffres, les 10 chiffres 0, 1, …, 9 interviennent autant de fois chacun, soit 300 fois chacun.  
La somme de tous ces chiffres est donc 𝐴(999) = 300(0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 300 × 45 = 13 500. 
On calcule alors : 
𝐴(1 000) = 𝐴(999) + 1 + 0 + 0 + 0 = 13 501 et 1 + 3 + 5 + 0 + 1 = 10 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 001) = 𝐴(1 000) + 1 + 0 + 0 + 1 = 13 503 et 1 + 3 + 5 + 0 + 3 = 12 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 002) = 𝐴(1 001) + 1 + 0 + 0 + 2 = 13 506 et 1 + 3 + 5 + 0 + 6 = 15 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 003) = 𝐴(1 002) + 1 + 0 + 0 + 3 = 13 510 et 1 + 3 + 5 + 1 + 0 = 10 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 004) = 𝐴(1 003) + 1 + 0 + 0 + 4 = 13 515 et 1 + 3 + 5 + 1 + 5 = 15 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 005) = 𝐴(1 004) + 1 + 0 + 0 + 5 = 13 521 et 1 + 3 + 5 + 2 + 1 = 12 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 006) = 𝐴(1 005) + 1 + 0 + 0 + 6 = 13 528 et 1 + 3 + 5 + 2 + 8 = 19 n’est pas divisible par 9. 
𝐴(1 007) = 𝐴(1 006) + 1 + 0 + 0 + 7 = 13 536 et 1 + 3 + 5 + 3 + 6 = 18 est divisible par 9. 
Donc le plus petit entier 𝑛 à quatre chiffres tel que 𝐴(𝑛) est un multiple de 9 est 1 007 
 
Exercice 6 

On considère trois enƟers 𝑥, 𝑦, 𝑧 vérifiant le système ൝
2௫ + 2௬ + 3௭ିଵ = 2 259

2௫ା௬ + 3௭ = 7 073
2௫ + 2௬ + 3௭ = 6 633

 . 

Déterminer le produit 𝑃 = 𝑥𝑦𝑧. 
 

On pose 𝐴 = 2௫ , 𝐵 = 2௬, 𝐶 = 3௭. Le système donné s’écrit alors ቐ
𝐴 + 𝐵 +

ଵ

ଷ
𝐶 = 2 259

𝐴𝐵 + 𝐶 = 7 073
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 6 633

. 

De la première et la troisième équaƟon, on déduit  ଶ
ଷ

𝐶 = 6 633 − 2 259 = 4 374 soit 𝐶 = 6 561 = 3଼ d’où 𝑧 = 8. 

En reportant dans la deuxième équaƟon, on déduit 𝐴𝐵 = 7 073 − 6 561 = 512 = 2ଽ d’où 𝑥 + 𝑦 = 9. 
En reportant dans la troisième équaƟon, on déduit 𝐴 + 𝐵 = 6 633 − 6 561 = 72. 

Les nombres 𝐴 et 𝐵 sont donc les soluƟons du système ቄ𝐴 + 𝐵 = 72
𝐴𝐵 = 512

  c’est-à-dire de l’équaƟon 𝑋ଶ − 72𝑋 + 512 = 0. 

Le discriminant de ceƩe équaƟon est 72ଶ − 4 × 512 = 56ଶet les soluƟons sont 8 et 64. On a donc soit 2௫ = 8 et 2௬ =

64 soit 2௬ = 8 et 2௫ = 64 c’est-à-dire soit 𝑥 = 3, 𝑦 = 6 soit 𝑥 = 6, 𝑦 = 3. Dans les deux cas, 𝑥𝑦𝑧 = 3 × 6 × 8 = 144. 
 



Exercice 7 
Les nombres enƟers 𝑎, 𝑏 et 𝑐 s’écrivent, dans le système décimal, avec trois chiffres. Ces chiffres sont différents, et tous 
les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9 sont uƟlisés.  
Par ailleurs, la suite 𝑎, 𝑏, 𝑐 est proporƟonnelle à la suite 1, 3, 5. 
Quelles sont les valeurs de 𝑎, 𝑏 et 𝑐 ? 
 
Observons d’abord que 𝑏 = 3𝑎 et 𝑐 = 5𝑎. D’où on déduit que le chiffre des centaines dans l’écriture de 𝑎 est 1 et que le 
chiffre des unités de 𝑐 est 5. Le chiffre des unités de 𝑎 est donc impair. Ce n’est pas 1. Si c’est 3, alors le chiffre des unités 
de 𝑏 est 9, si c’est 9, alors le chiffre des unités de 𝑏 est 7, et ce ne peut être 7, car alors le chiffre des unités de 𝑏 serait 1. 
Examinons 𝑎 = 1𝑥3. Le chiffre des dizaines de 𝑐 est alors 1 + mod (5𝑥, 10), car 5 × 3 = 15, donc il y a une retenue, à 
laquelle il faut ajouter le reste de la division euclidienne par 10 du produit de 5 par 𝑥. Si 𝑥 est pair, on trouve un 1 comme 
chiffre des dizaines de 𝑐, donc 𝑥 est impair, et comme on a déjà uƟlisé 1, 5, 3 et 9, il ne reste que 7 comme possibilité. 
Or, 3 × 173 = 519, encore un 1 ! 
Examinons 𝑎 = 1𝑥9. Le chiffre des dizaines de 𝑐 est alors 4 + mod(5𝑥, 10). C’est donc 4 ou 9, mais 9 est déjà pris, donc 
c’est 4 et 𝑥 est pair. On peut regarder les trois possibilités qui demeurent : 
𝑎 = 129, 𝑎 = 169 et 𝑎 = 189  
Seule 129 est acceptable (5 × 189 = 945, deux 9, et 5 × 169 = 845, mais 3 × 169 = 507, un 0 …) 
Les trois nombres cherchés sont donc 129, 387 et 645 

 
 

 

 

  



EquaƟons  
 
Exercice 1  

Soit 𝑓 la foncƟon définie sur 𝐑 par 𝑓(𝑥) =
௫మ

ଵା௫మ. On considère les deux sommes : 

𝐴 = 𝑓(1) + 𝑓(2) + 𝑓(3) + ⋯ + 𝑓(2 025) et 𝐵 = 𝑓(1) + 𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
ቁ + 𝑓 ቀ

ଵ

ଷ
ቁ + ⋯ + 𝑓 ቀ

ଵ

ଶ ଴ଶହ
ቁ. 

Calculer 𝐴 + 𝐵. 
 

Pour tout réel non nul 𝑦, 𝑓 ቀ
ଵ

௬
ቁ =

భ

೤మ

ଵା
భ

೤మ

=

భ

೤మ

೤మశభ

೤మ

=
ଵ

ଵା௬మ donc 𝑓(𝑦) +  𝑓 ቀ
ଵ

௬
ቁ =

௬మ

ଵା௬మ +
ଵ

ଵା௬మ = 1. 

On en déduit que 𝐴 + 𝐵 = ൫𝑓(1) + 𝑓(1)൯ + ൬𝑓(2) + 𝑓 ቀ
ଵ

ଶ
ቁ൰ + ൬𝑓(3) + 𝑓 ቀ

ଵ

ଷ
ቁ൰ + ⋯ + ൬𝑓(2 025) + 𝑓 ቀ

ଵ

ଶ ଴ଶହ
ቁ൰ 

soit, d’après le calcul précédent, 𝐴 + 𝐵 = 2 025 × 1 = 2 025. 
 

Exercice 2 

On considère une foncƟon 𝑓 définie sur 𝐑∗et telle que, pour tout réel 𝑥 ≠ 0, 𝑓 ቀ𝑥 −
ଵ

௫
ቁ = 𝑥ଷ −

ଵ

௫య. 

Déterminer 𝑓(1). 
 

Pour tout réel 𝑥 ≠ 0, on pose 𝑢 = 𝑥 −
ଵ

௫
.  

Alors 𝑢ଷ = ቀ𝑥 −
ଵ

௫
ቁ

ଷ
= 𝑥ଷ − 3𝑥ଶ ଵ

௫
+ 3𝑥

ଵ

௫మ −
ଵ

௫య = 𝑥ଷ − 3𝑥 +
ଷ

௫
−

ଵ

௫య = 𝑥ଷ −
ଵ

௫య − 3 ቀ𝑥 −
ଵ

௫
ቁ 

soit 𝑢ଷ + 3𝑢 = 𝑥ଷ −
ଵ

௫య = 𝑓 ቀ𝑥 −
ଵ

௫
ቁ = 𝑓(𝑢). 

L’équaƟon 𝑥 −
ଵ

௫
= 1 s’écrit aussi 𝑥ଶ − 𝑥 − 1 = 0. Elle a pour discriminant Δ = 5 et donc au moins une soluƟon qui est 

non nulle. On peut donc trouver un réel 𝑥 ≠ 0 tel que 𝑥 −
ଵ

௫
= 1 et alors 𝑓(1) = 1ଷ + 3 × 1 = 4. 

 
Exercice 3 
On considère la foncƟon 𝑓 définie sur 𝐑 par 𝑓(𝑥) = 𝑥ସ + 𝑝𝑥ଷ + 𝑞𝑥ଶ + 𝑟𝑥 + 𝑠 où 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 sont des nombres réels. 
On suppose que 𝑓(1) = 59, 𝑓(2) = 118, 𝑓(3) = 177.  
Déterminer la somme 𝑆 = 𝑓(9) + 𝑓(−5). 
 

On cherche une foncƟon polynôme 𝑔 de degré 3 telle que  𝑔(1) = 59 = 𝑓(1), 𝑔(2) = 118 = 𝑓(2), 𝑔(3) = 177 = 𝑓(3) 

en posant 𝑔(𝑥) = 𝑥ଷ + 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐. Cela revient à résoudre le système ൝
1 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 59

8 + 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 118
27 + 9𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 = 177

  

soit ൝
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 58

4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 110
9𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 = 150

 soit  ൝
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 58

3𝑎 + 𝑏 = 52
5𝑎 + 𝑏 = 40

 soit ൝
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 58

3𝑎 + 𝑏 = 52
2𝑎 = −12

 soit ൝
𝑎 = −6
𝑏 = 70
𝑐 = −6

. 

Soit alors ℎ la foncƟon définie sur 𝐑 par ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥). 
Les nombres 1, 2 et 3 sont des racines deux à deux disƟnctes du polynôme ℎ(𝑥). Il existe donc un polynôme 𝑘(𝑥) tel 
que, pour tout réel 𝑥, ℎ(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)𝑘(𝑥). 
De plus comme le degré de ℎ(𝑥) est 4 et celui de (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) est 3, celui de 𝑘(𝑥) est 1. Il existe donc deux 
réels 𝑎 et 𝑏 tels que 𝑘(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏. 
D’autre part le coefficient de 𝑥ସ dans ℎ(𝑥) est 1. On en déduit que 𝑎 = 1 et que ℎ(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 + 𝑏). 
Alors ℎ(9) = (9 − 1)(9 − 2)(9 − 3)(9 + 𝑏) = 336(9 + 𝑏) 
et ℎ(−5) = (−5 − 1)(−5 − 2)(−5 − 3)(−5 + 𝑏) = −336(−5 + 𝑏)  
d’où 𝑆 = 𝑓(9) + 𝑓(−5) = 𝑔(9) + ℎ(9) + 𝑔(−5) + ℎ(−5) 
soit 𝑆 = 59 × 9 + 336 × 9 + 336𝑏 + 59 × (−5) − 336 × (−5) − 336𝑏 
soit 𝑆 = 59 × (9 − 5) + 336 × (9 + 5) = 4 940. 
 
Exercice 4 
Pour tout nombre réel 𝑥, on note 𝐸(𝑥) le plus grand enƟer inférieur ou égal à 𝑥. Par exemple, 𝐸(π) = 3, 𝐸(−3,5) = −4. 



Déterminer tous les nombres réels 𝑥 tels que  ா
(௫)ାଵ

ହ
= |11 − 𝑥|. (*) 

Si on pose 𝑛 = 𝐸(𝑥) alors 𝑥 = 𝑛 + 𝑑 où 0 ≤ 𝑑 < 1 et l’équaƟon (*) s’écrit ௡ାଵ

ହ
= |11 − 𝑛 − 𝑑| 

Deux cas se présentent alors : 

 Si 𝑛 ≤ 10 alors 𝑛 + 𝑑 ≤ 11 donc (*) s’écrit ௡ାଵ

ହ
= 11 − 𝑛 − 𝑑 soit 6𝑛 = 54 − 5𝑑.  

Comme 0 ≤ 5𝑑 < 5 soit 0 ≥ −5𝑑 > −5, on a 54 ≥ 6𝑛 > 49. Le seul mulƟple de 6 vérifiant cet encadrement 
est 54 et donc 𝑛 = 9. Alors, 𝑑 = 0 et 𝑥 = 9. 

 Si 𝑛 ≥ 11 alors 𝑛 + 𝑑 ≥ 11 donc (*) s’écrit ௡ାଵ

ହ
= −11 + 𝑛 + 𝑑 soit 4𝑛 = 56 − 5𝑑.  

Comme 0 ≥ −5𝑑 > −5, on a  56 ≥ 4𝑛 > 51. Les deux mulƟples de 4 vérifiant cet encadrement sont 52 et 56.  

Si 4𝑛 = 52 alors 𝑛 = 13 et 𝑑 =
ସ

ହ
 donc 𝑥 =

଺ଽ

ହ
. Si 4𝑛 = 56 alors 𝑛 = 14 et 𝑑 = 0 donc 𝑥 = 14. 

L’équaƟon donnée a donc trois soluƟons 9,
଺ଽ

ହ
, 14. 

 
Exercice 5 

Résoudre dans 𝐑ଶ le système d’équaƟons  𝑆 ∶ ൜
𝑥ଶ + 𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑥ଶ𝑦ସ = 525

𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 35
.  

 
Pour tous réels 𝑥 et 𝑦,  
𝑥ଶ + 𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑥ଶ𝑦ସ = (𝑥 + 𝑥𝑦ଶ)ଶ − 2𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑥ଶ𝑦ଶ = (𝑥 + 𝑥𝑦ଶ)ଶ − 𝑥ଶ𝑦ଶ = (𝑥 + 𝑥𝑦ଶ − 𝑥𝑦)(𝑥 + 𝑥𝑦ଶ + 𝑥𝑦) . 

Le système 𝑆 s’écrit donc ൜
(𝑥 + 𝑥𝑦ଶ − 𝑥𝑦)(𝑥 + 𝑥𝑦ଶ + 𝑥𝑦) = 525

𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 35
 soit ൜

35(𝑥 + 𝑥𝑦ଶ − 𝑥𝑦) = 525

𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 35
 

soit ൜
𝑥 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 15

𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 35
 soit ൜

2𝑥𝑦 = 20

𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦ଶ = 35
 soit ቐ

𝑦 =
ଵ଴

௫

𝑥 + 10 +
ଵ଴଴

௫
= 35

 (car 𝑥 = 0 ne peut donner une soluƟon) 

La deuxième équaƟon s’écrit 𝑥ଶ − 25𝑥 + 100 = 0, équaƟon dont le discriminant est  Δ = 225 = 15ଶ et dont les 

soluƟons sont ଶହିଵହ

ଶ
= 5 et ଶହାଵହ

ଶ
= 20. 

Les couples soluƟons du système 𝑆 sont donc (5,2) et ቀ20,
ଵ

ଶ
ቁ. 

 
Exercice 6 
Soit 𝑓 la foncƟon définie sur 𝐑 par 𝑓(𝑥) = 𝑥ଷ + 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 où 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont trois nombres réels. 
On suppose que 𝑓(𝑎) = 𝑎ଷet 𝑓(𝑏) = 𝑏ଷ. Déterminer a, b et c. 
 

Le système ൜
𝑓(𝑎) = 𝑎ଷ

𝑓(𝑏) = 𝑏ଷ équivaut à  ൜ 𝑎ଷ + 𝑎ଷ + 𝑏𝑎 + 𝑐 = 𝑎ଷ

𝑏ଷ + 𝑎𝑏ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐 = 𝑏ଷ soit ൜ 𝑎ଷ + 𝑏𝑎 + 𝑐 = 0
𝑎𝑏ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐 = 0

 

En retranchant la deuxième équaƟon à la première et en conservant la première équaƟon, ce système équivaut à 

൜
𝑎(𝑎ଶ − 𝑏ଶ) + 𝑏(𝑎 − 𝑏) = 0

𝑎𝑏ଶ + 𝑏ଶ + 𝑐 = 0
 soit ቊ

(𝑎 − 𝑏)(𝑎ଶ + 𝑎𝑏 + 𝑏) = 0

𝑐 = −𝑏ଶ(𝑎 + 1)
. 

 Si 𝑎 = 𝑏, la première équaƟon est vérifiée et les soluƟons du système sont tous les triplets (𝑎, 𝑎, −𝑎ଶ(𝑎 + 1)) où 𝑎 
est un réel quelconque. 

 Si 𝑎 = −1, la deuxième équaƟon s’écrit 𝑐 = 0 et la première équaƟon s’écrit (𝑎 − 𝑏)(𝑎ଶ + 𝑎𝑏 + 𝑏) = 0  
soit −1 − 𝑏 = 0. Le système a alors une unique soluƟon, le triplet (−1, −1,0). On remarque que c’est un cas 
parƟculier du cas précédent. 

 Si 𝑎 ≠ 𝑏 et 𝑎 ≠ −1 alors le système s’écrit ൜𝑎ଶ + 𝑎𝑏 + 𝑏 = 0
𝑐 = −𝑏ଶ(𝑎 + 1)

 soit ቐ
𝑏 = −

௔మ

௔ାଵ

𝑐 = −(𝑎 + 1) ቀ−
௔మ

௔ାଵ
ቁ

ଶ 

c’est-à-dire ቐ
𝑏 = −

௔మ

௔ାଵ

𝑐 = −(𝑎 + 1)
௔ర

(௔ାଵ)మ

  soit  ቐ
𝑏 = −

௔మ

௔ାଵ

𝑐 = −
௔ర

௔ାଵ

.  

Les soluƟons du système sont alors les triplets ቀ𝑎, −
௔మ

௔ାଵ
, −

௔ర

௔ାଵ
 ቁ 

Au final, on peut écrire l’ensemble des soluƟons : 



𝑆 = {(𝑎, 𝑎, −𝑎ଶ(𝑎 + 1))/𝑎 ∈ 𝐑} ∪ ቐ
൬௔,ି

ೌమ

ೌశభ
,ି

ೌర

ೌశభ
 ൰

௔
∈ 𝐑 − {−1}ቑ  

 
Exercice 7 

Soit 𝑓 une foncƟon telle que, pour tout réel 𝑥 ≠
ଶ

ଷ
, 𝑓(𝑥) + 𝑓 ቀ

௫ିଵ

ଷ௫ିଶ
ቁ = 𝑥. (*) 

Calculer la somme 𝑆 = 𝑓(0) + 𝑓(1) + 𝑓(2). 
 

En posant 𝑥 = 1 dans l’égalité (*), on obƟent 𝑓(1) + 𝑓(0) = 1. Il faut donc trouver la valeur de 𝑓(2). 

En posant 𝑥 = 2 dans l’égalité (*), on obƟent 𝑓(2) + 𝑓 ቀ
ଵ

ସ
ቁ = 2. 

En posant 𝑥 =
ଵ

ସ
 dans l’égalité (*), on obƟent 𝑓 ቀ

ଵ

ସ
ቁ + 𝑓 ቀ

ଷ

ହ
ቁ =

ଵ

ସ
. 

En posant 𝑥 =
ଷ

ହ
 dans l’égalité (*), on obƟent 𝑓 ቀ

ଷ

ହ
ቁ + 𝑓(2) =

ଷ

ହ
 . 

Si on pose 𝑎 = 𝑓(2), 𝑓 ቀ
ଵ

ସ
ቁ = 𝑏, 𝑓 ቀ

ଷ

ହ
ቁ = 𝑐, les nombres 𝑎, 𝑏, 𝑐 vérifient le système ൞

𝑎 + 𝑏 = 2

𝑏 + 𝑐 =
ଵ

ସ

𝑐 + 𝑎 =
ଷ

ହ

. On cherche le nombre 𝑎.  

𝑎 =
ଷ

ହ
− 𝑐 =

ଷ

ହ
− ቀ

ଵ

ସ
− 𝑏ቁ =

ଷ

ହ
− ൬

ଵ

ସ
− (2 − 𝑎)൰ =

ଷ

ହ
−

ଵ

ସ
+ 2 − 𝑎 soit 2𝑎 =

ଷ

ହ
−

ଵ

ସ
+ 2 =

ସ଻

ଶ଴
 soit 𝑎 =

ସ଻

ସ଴
. 

Au finale, 𝑆 =  𝑓(1) + 𝑓(0) + 𝑓(2) = 1 + 𝑎 =
଼଻

ସ଴
 

 
 

Exercice 8 
Déterminer le plus grand enƟer 𝑐 pour lequel on peut trouver trois enƟers 𝑥, 𝑦, 𝑧 tels que 
𝑥ଶ + 4(𝑦 + 𝑧) = 𝑦ଶ + 4(𝑧 + 𝑥) = 𝑧ଶ + 4(𝑥 + 𝑦) = 𝑐 et tous les réels 𝑥, 𝑦, 𝑧 vérifiant ces équaƟons sont des enƟers. 
 

L’équaƟon 𝑥ଶ + 4(𝑦 + 𝑧) = 𝑦ଶ + 4(𝑧 + 𝑥) s’écrit 𝑥ଶ − 𝑦ଶ = 4(𝑥 − 𝑦) soit (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦 − 4) = 0 ce qui signifie que 
𝑥 = 𝑦 ou 𝑥 + 𝑦 = 4. (*) 
On peut raisonner de même avec les équaƟons 𝑥ଶ + 4(𝑦 + 𝑧) = 𝑧ଶ + 4(𝑥 + 𝑦) qui signifie que 𝑦 = 𝑧 ou 𝑦 + 𝑧 = 4  
(**)et 𝑦ଶ + 4(𝑧 + 𝑥) = 𝑧ଶ + 4(𝑥 + 𝑦) qui signifie que 𝑧 = 𝑥 ou 𝑧 + 𝑥 = 4.  
Comme 𝑥, 𝑦, 𝑧 jouent le même rôle dans le problème, on va considérer les cas correspondant au nombre d’égalités entre 
les inconnues 𝑥, 𝑦, 𝑧.  
 On ne peut avoir seulement deux égalités car si 𝑥 = 𝑦 et 𝑦 = 𝑧 alors 𝑥 = 𝑦 = 𝑧.  
 On ne peut avoir 𝑥, 𝑦, 𝑧 deux à deux disƟncts car si 𝑥 ≠ 𝑦 alors  𝑥 + 𝑦 = 4 d’après (*) et si 𝑦 ≠ 𝑧 alors 𝑦 + 𝑧 = 4 d’après 

(**) et dans ce cas 𝑥 + 𝑦 = 4 = 𝑦 + 𝑧 d’où 𝑥 = 𝑧. 
 Si on an trois égalités alors 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 et le système donné se ramène à l’équaƟon 𝑥ଶ + 8𝑥 − 𝑐 = 0 dont le discriminant 

est Δ = 64 + 4𝑐 et dont les soluƟons, si 𝑐 > −16, sont −4 ± √𝑐 + 16.  
 Si on a une seule égalité, alors 𝑥 = 𝑦 et 𝑦 + 𝑧 = 4 et l’équation 𝑥ଶ + 4(𝑦 + 𝑧) = 𝑐 s’écrit alors 𝑥ଶ + 4 × 4 = 𝑐 soit 𝑥ଶ +

16 − 𝑐 = 0. Ses solutions, si 𝑐 > 16, sont ±√𝑐 − 16. 
Si −16 < 𝑐 < 16 seul le 3e cas est possible. Si 𝑐 > 16, les 3e et 4e cas sont possibles. 
Comme on cherche la plus grande valeur de 𝑐, on s’intéresse déjà au cas 𝑐 > 16 (si celui-ci donne des solutions, l’autre 
éventualité sera inutile) et, comme on cherche des soluƟons enƟères,  𝑐 − 16 comme 𝑐 + 16 doivent être des carrés 
parfaits. 
On pose alors 𝑎 = √𝑐 + 16 et 𝑏 = √𝑐 − 16 d’où 𝑎ଶ = 𝑐 + 16 et 𝑏ଶ = 𝑐 − 16. On en déduit que 𝑎ଶ − 𝑏ଶ = 32. 
Ceci s’écrit (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) = 32. Or, a et b doivent être des enƟers donc a-b et a+b doivent est des diviseurs de 32.  
De plus, comme (𝑎 + 𝑏) − (𝑎 − 𝑏) = 2𝑏, les enƟers (𝑎 + 𝑏) et (𝑎 − 𝑏) ont même parité et comme 𝑎 et 𝑏 sont posiƟfs 
ou nuls 𝑎 − 𝑏 ≤ 𝑎 + 𝑏. Les diviseurs de 32 sont 1, 2, 4, 8, 16 et 32. 

Il n’y a donc au final que deux possibilités ቄ𝑎 + 𝑏 = 16
𝑎 − 𝑏 = 2

  et  ቄ𝑎 + 𝑏 = 8
𝑎 − 𝑏 = 4

 c’est-à-dire ቄ𝑎 = 9
𝑏 = 7

 et ቄ𝑎 = 6
𝑏 = 2

. 

Dans le premier cas, 𝑐 − 16 = 49 soit 𝑐 = 65. Dans le deuxième cas, 𝑐 − 16 = 4 soit 𝑐 = 20. 
La plus grande valeur pour 𝑐 est donc 65. 

  



Dénombrement – probabilités  
 

Exercice 1 
Sur une longue branche d’arbre, cent moineaux sont assis côte à côte. Tout d’un coup, deux de ces oiseaux quiƩent la 
branche, séparant ainsi en trois groupes les moineaux restants. On considère qu’un groupe de moineaux peut être formé 
d’un ou plusieurs moineaux (mais pas d’aucun). 
Combien de paires différentes de moineaux ont pu quiƩer la branche ? 
 

Numérotons les posiƟons des moineaux de 1 à 100, et soit 𝑘 et 𝑗 les posiƟons des deux moineaux qui s’envolent, en 
posant 𝑘 < 𝑗. On ne peut avoir 𝑘 = 1 ou 𝑗 = 100. Si on compte tous les couples possibles avec ceƩe seule restricƟon, il y 

en a ଽ଼×ଽ଻

ଶ
= 49 × 97. Il faut ensuite enlever tous les couples avec 𝑗 = 𝑘 + 1 puisque les moineaux ne peuvent pas être 

voisins (pour créer trois groupes) : il y en a 97 (pour 𝑘 allant de 2 à 98). Il reste donc 48 × 97 = 4656 couples possibles. 
 
Exercice 2 
Un tournoi de tennis débute avec 8 joueuses. Francesca a autant de chances de jouer contre l'une des 7 autres joueuses 

lors de son premier match. Si Francesca joue contre Dominique ou Estella, la probabilité que Francesca gagne est de ଶ
ହ
. 

Si Francesca joue contre l'une des 5 autres joueuses, la probabilité qu'elle gagne est de ଷ
ସ
. 

Quelle est la probabilité que Francesca gagne son premier match ? 
 

La probabilité 𝑝 que Francesca gagne son premier match est la somme de la probabilité 𝑝ଵ que Francesca joue contre 
Dominique ou Estella et gagne et de la probabilité 𝑝ଶ que Francesca joue conte une des cinq autres joueuses. 
Comme Francesca a autant de chances de jouer contre l'une des 7 autres joueuses lors de son premier match, la 

probabilité qu’elle joue contre Dominique ou Estella pour son premier match est ଶ

଻
 et la probabilité qu’elle joue contre 

une des cinq autres joueuses lors de son premier matche est ହ
଻
. 

La probabilité que Francesca gagne son premier match sachant qu’elle joue contre Dominique ou Estella est ଶ
ହ
. 

Donc 𝑝ଵ =
ଶ

ହ
×

ଶ

଻
=

ସ

ଷହ
. 

La probabilité que Francesca gagne son premier match sachant qu’elle joue contre l’une des cinq autres joueuses est ଷ
ସ
. 

Donc 𝑝ଵ =
ଷ

ସ
×

ହ

଻
=

ଵହ

ଶ଼
. 

Finalement 𝑝 =
ସ

ଷହ
+

ଵହ

ଶ଼
=

ଽଵ

ଵସ଴
=

ଵଷ

ଶ଴
 

 
Exercice 3 
Un jeu compte 100 cartes numérotées de 1 à 100. Chaque carte a une face jaune et une face rouge, le même numéro 
paraissant sur chaque face. Jérôme place toutes les cartes sur une table, de manière à montrer les faces rouges. Il 
retourne d’abord chaque carte portant un nombre divisible par 2. En examinant ensuite toutes les cartes, il retourne 
chaque carte portant un numéro divisible par 3. 
Combien de cartes montrent une face rouge à la fin ? 
 

Au début, toutes les cartes montrent une face rouge. Après avoir retourné chaque carte portant un nombre divisible par 
2, seules les 50 cartes portant un nombre impair montrent une face rouge. 
La deuxième fois, il retourne chaque carte portant un numéro divisible par 3. Les cartes portant un numéro impair 
divisible par 3 passeront alors du rouge au jaune. Il y a 17 tels numéros, soit 3, 9, 15, 21, …, 93 et 99. De plus, les cartes 
portant un numéro pair divisible par 3 passeront du jaune au rouge. Il y a 16 tels numéros, soit 6, 12, 18, 24, …, 90 et 96. 
À la fin, les cartes montrant une face rouge sont les 50 cartes portant un numéro impair, moins les 17 cartes portant un 
numéro impair divisible par 3, plus les 16 cartes portant un numéro pair divisible par 3. 
Le nombre de telles cartes est égal à 50 -17 +16, c’est-à-dire 49. 
 
Exercice 4 
Lucie, Maxime et Elodie répondent à un test indépendamment les uns des autres.  



La probabilité que Lucie réussisse le test et que Maxime échoue est de ଷ

ଶ଴
. La probabilité que Maxime réussisse et que 

Elodie échoue est de ଵ
ସ
. La probabilité que Lucie et Elodie réussissent tous les deux est de ଶ

ହ
.  

Déterminer la probabilité qu'au moins une personne parmi Lucie, Maxime et Elodie échoue au test. 
 

Soit 𝑎, 𝑏, 𝑐 les probabilités respecƟves que Lucie, Maxime et Elodie réussissent le test. Comme ils répondent au test 
indépendamment les uns des autres, la probabilité que les trois réussissent le test est 𝑎𝑏𝑐 et la probabilité qu'au moins 
une personne parmi Lucie, Maxime et Elodie échoue au test est 1 − 𝑎𝑏𝑐. 

On sait que 𝑎(1 − 𝑏) =
ଷ

ଶ଴
, 𝑏(1 − 𝑐) =

ଵ

ସ
 et 𝑎𝑐 =

ଶ

ହ
  soit 𝑎(1 − 𝑏) =

ଷ

ଶ଴
, 𝑏(1 − 𝑐) =

ଵ

ସ
 et 𝑐 =

ଶ

ହ௔
 

soit 𝑎(1 − 𝑏) =
ଷ

ଶ଴
, 𝑏 ቀ1 −

ଶ

ହ௔
ቁ =

ଵ

ସ
 et 𝑐 =

ଶ

ହ௔
  soit 𝑎(1 − 𝑏) =

ଷ

ଶ଴
, 𝑏 =

ହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
 et 𝑐 =

ଶ

ହ௔
 

soit 𝑎 ቀ1 −
ହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
ቁ =

ଷ

ଶ଴
, 𝑏 =

ହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
 et 𝑐 =

ଶ

ହ௔
. 

La première équaƟon s’écrit 𝑎 ቀ
ସ(ହ௔ିଶ)ିହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
ቁ =

ଷ

ଶ଴
  soit 20𝑎(15𝑎 − 8) = 3 × 4(5𝑎 − 2)  

soit 5𝑎(15𝑎 − 8) = 3(5𝑎 − 2)  soit 75𝑎ଶ − 55𝑎 + 6 = 0, équaƟon dont le discriminant est Δ = 1225 = 35ଶ et dont 

soluƟons sont ହହିଷ

ଵହ଴
=

ଶ

ଵହ
 et ହହାଷହ

ଵହ଴
=

ଷ

ହ
 qui sont bien des nombres compris entre 0 et 1. 

En reportant : 

si 𝑎 =
ଶ

ଵହ
 alors , 𝑏 =

ହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
=

మ

య

ସቀ
మ

య
ିଶቁ

 qui est un nombre négaƟf donc impossible pour une probabilité. 

si 𝑎 =
ଷ

ହ
 alors , 𝑏 =

ହ௔

ସ(ହ௔ିଶ)
=

ଷ

ସ(ଷିଶ)
=

ଷ

ସ
 qui est bien un nombre compris entre 0 et 1. Dans ce cas, 𝑐 =

ଶ

ହ௔
=

ଶ

ଷ
 qui bien 

un nombre compris entre 0 et 1.  
On en déduit que la probabilité qu'au moins une personne parmi Lucie, Maxime et Elodie échoue au test est 

1 − 𝑎𝑏𝑐 = 1 −
ଷ

ହ
×

ଷ

ସ
×

ଶ

ଷ
= 1 −

ଷ

ଵ଴
=

଻

ଵ଴
 . 

 
Exercice 5 
Un nombre de Katende est un enƟer strictement posiƟf à quatre chiffres dont les deux premiers chiffres et les deux 
derniers chiffres, dans l'ordre, forment deux enƟers qui sont des mulƟples consécuƟfs croissants d'un certain enƟer 
strictement posiƟf. Par exemple, 2 025 est un nombre de Katende car 20 =  4 × 5 , 25 =  5 × 5.  
Combien y a-t-il de nombres de Katende supérieurs à 2400 et inférieurs à 2600 ? 
 

On va compter les nombres de Katende compris entre 2 400 et 2 499 c’est-à-dire s’écrivant 2 4𝑎𝑏 puis les nombres de 
Katende compris entre 2 500 et 2 599 c’est-à-dire s’écrivant 2 5𝑎𝑏, où 𝑎, 𝑏 sont des nombres enƟers compris entre 0 et 
9. 
On recense déjà les couples d’enƟers (𝑚, 𝑛) tels que 𝑚𝑛 = 24. Ce sont les couples : 
(1,24), (2,12), (3,8), (4,6), (6,4), (8,3), (12,2), (24,1)  
Si (𝑚, 𝑛) = (1,24) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (1,25) et on obƟent le nombre de Katende 2 425. 
Si (𝑚, 𝑛) = (2,12) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (2,13) et on obƟent le nombre de Katende 2 426. 
Si (𝑚, 𝑛) = (3,8) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (3,9) et on obƟent le nombre de Katende 2 427. 
Si (𝑚, 𝑛) = (4,6) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (4,7) et on obƟent le nombre de Katende 2 428. 
Si (𝑚, 𝑛) = (6,4) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (6,5) et on obƟent le nombre de Katende 2 430. 
Si (𝑚, 𝑛) = (8,3) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (8,4) et on obƟent le nombre de Katende 2 432. 
Si (𝑚, 𝑛) = (12,2) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (12,3) et on obƟent le nombre de Katende 2 436. 
Si (𝑚, 𝑛) = (24,1) alors (𝑚, 𝑛 + 1) = (24,2) et on obƟent le nombre de Katende 2 448. 
On procède de même pour les nombres s’écrivant 2 5𝑎𝑏 et on obƟent les nombres de Katende 2 526, 2 530 et 2 550. 
Il y a donc au total 8 + 3 = 11 nombres de Katende compris entre 2 400 et 2 600. 
 
 
Exercice 6 
Déterminer le nombre d’enƟers 𝑁 compris strictement entre 1 et 100 000 dont le produit des chiffres est égal à 200. 
 

On remarque déjà que 200 = 2ଷ × 5ଶ et on va traiter plusieurs cas, en foncƟon du nombre de chiffres de 𝑁.  



Comme 9 × 9 < 200. Ce nombre de chiffres ne peut être 1 et 2. Comme 1 < 𝑁 < 100 000, on étudie donc les cas où 
ce nombre de chiffres est 3, 4 ou 5. 
 Si 𝑁 a trois chiffres, comme 5 est le seul chiffre mulƟple de 5, nécessairement, deux des chiffres de 𝑁 sont des 5. Le 

troisième chiffre ne peut qu’être 2ଷ × 5ଶ = 8. Il y a alors trois possibilités pour 𝑁 : 558, 585, 855. 
 Si 𝑁 a quatre chiffres, comme précédemment deux de ces chiffres sont des 5. Le produit des deux autres doit être 

8, ce qui donne 2 × 4 ou 1 × 8.  
Il y a 6 posiƟons pour les chiffres 5 : 55 − −, 5 − 5−, 5 − −5, −55−, −5 − 5, − − 55. 
Dans chacun de ces cas, on peut avoir dans l’ordre pour les deux autres chiffres : 18, 81, 24, 42. 
Il y a donc 6 × 4 = 24 enƟers 𝑁 de quatre chiffres qui conviennent. 

 Si 𝑁 a cinq chiffres, comme précédemment deux de ces chiffres sont des 5. Le produit des deux autres doit être 8, 
ce qui donne les chiffres 1, 1, 8 ou les chiffres 1, 2, 4 ou les chiffres 2, 2, 2. 
Il y a 10 posiƟons pour les 5 ∶ 55 − −−, 5 − 5 − −, 5 − −5−, 5 − − − 5, −55 − −, −5 − 5−, −5 − −5, − −

55−, − − 5 − 5, − − −55. 
Dans le cas des chiffres 5, 5, 2, 2, 2, il suffit de compter le nombre de posiƟons différentes des 5, la place des 2 sera 
alors définie. On a donc alors 10 possibilités pour l’enƟer 𝑁.  
Dans le cas des chiffres 5, 5, 1, 2, 4, il y a toujours 10 possibilités pour le placement des 5. Il y a ensuite 3 possibilités 
pour le 1, 2 pour le 2 et une seule pour le 4. On a alors 10 × 3 × 2 × 1 = 60 possibilités pour l’enƟer 𝑁.  
Dans le cas des chiffres 5, 5, 1, 1, 8, il y a toujours 10 possibilités pour le placement des 5. Il y a ensuite 3 possibilités 
pour le 8 et une seule pour placer les chiffres 1. On a alors 10 × 3 = 30 possibilités pour l’enƟer 𝑁. 

Au total, le nombre d’enƟers qui conviennent est 3 + 24 + 10 + 60 + 30 = 127. 
 
Exercice 7 
On demande à des étudiants de placer les points A, B, C et D dans le premier quadrant d’un repère 
orthonormal d’origine O, de sorte que A soit sur l’axe des abscisses, B sur l’axe des ordonnées, C ait 
même abscisse que A, D soit sur le segment [OA]. On demande que les longueurs OD, OA, AC, CB, 
BO soient enƟères (et non nulles), que le périmètre du quadrilatère OACB soit 32 et que la somme 
des aires des triangles BOD et DAC soit égale à l’aire du triangle BDC. Les étudiants fournissent 
toutes les réponses possibles, et deux quelconques n’ont pas donné la même réponse.  
Combien y a-t-il d’étudiants ?  
  

 
La condiƟon sur les aires signifie que la somme des deux aires des triangles rectangles est égale à la moiƟé de l’aire du 

trapèze. On a donc : 
(୓୆ା୅େ)×୅୓

ସ
=

୓୆×୓ୈ

ଶ
+

ୈ୅×୅େ

ଶ
 . CeƩe égalité peut s’écrire 

 OB × (2OD − AO) + AC × (2DA − AO) = 0 ou encore (OB − AC)(OD − DA) = 0. La discussion peut donc 
s’organiser : 
- ou bien le trapèze OACB est un rectangle. On a OA + OB = 16, mais comme OD et OB sont des enƟers, OA prend les 
valeurs enƟères de 2 à 15 et OD les valeurs enƟères inférieures à OA et non nulles. Cela en fait 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 +

7 + 8 + 9 + 10 + 10 + 12 + 13 + 14 = 105 
- ou bien le trapèze n’est pas un rectangle (évitons les redondances) et D est le milieu de [AO]. Comme BC est un enƟer, 
une condiƟon nécessaire s’écrit : OAଶ + (OB − AC)ଶ est le carré d’un enƟer. On essaie donc les premiers triplets 
pythagoriciens, en tenant compte du fait que OA est un enƟer pair, aƩendu que OD est un enƟer : 
OA = 4 donne OB – AC = 3 ou −3 et BC = 5. On prendra AC = 10 et OB = 7 ou AC = 7 et OB = 10 
OA = 6 donne OB – AC = 8 ou −8 et BC = 10. On prendra AC = 4 et OB = 12 ou AC = 12 et OB = 4 
OA = 8 donne OB – AC = 6 ou −6 et BC = 10. On prendra AC = 4 et OB = 12 ou AC = 12 et OB = 4 
OA = 12 donne OB – AC = 5 ou −5 et BC = 13. On prendra AC = 1 et OB = 6 ou AC = 6 et OB = 1 
Cela fait 8 possibilités supplémentaires.  
Il y a 113 étudiants. 
 


