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Comment écrire les nombres ? 
Le système d’écriture (indien puis) arabe pénètre en 
Europe au Xe siècle. Un système d’écriture des 
fractions décimales, et donc des nombres décimaux, 
est publié en 1585 dans La Disme de Simon Stevin 
(1548 – 1620), ingénieur, linguiste, physicien, 
mathématicien et musicien flamand (on lui doit la 

gamme tempérée, un parallélogramme des forces et une 
consolidation de la langue néerlandaise). Les jetons et des mesures 
d’usage régional ou catégoriel subsistent au moins jusqu’à la 
Révolution française et la mise en place du système décimal. 
La naissance du calcul par les machines suscite de 
nouvelles recherches, et Algirdas Antanas Aviziénis 
(né en 1932), informaticien lituanien professeur à 
UCLA propose un système à chiffres signés, évitant 
la propagation de retenues.  
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Arithmétique et nombres 
 

1. Montrer que tout nombre premier strictement supérieur à 3 suit ou précède immédiatement dans la suite des 
entiers un multiple de 6. 
 

Pour tout entier 𝑛 strictement supérieur à 3, le reste de la division euclidienne de 𝑛 par 6 est un entier compris entre 0 
et 5 (au sens large) donc il existe un entier 𝑘 tel que 𝑛 = 6𝑘 ou 𝑛 = 6𝑘 + 1 ou 𝑛 = 6𝑘 + 2 ou 𝑛 = 6𝑘 + 3 ou 
 𝑛 = 6𝑘 + 4 ou 𝑛 = 6𝑘 + 5. 
Comme 6𝑘 est multiple de 6, 6𝑘 + 2  est multiple de 2, 6𝑘 + 3 est multiple de 3 et 6𝑘 + 4  est multiple de 2, si l’entier 
𝑛 est premier alors 𝑛 = 6𝑘 + 1 ou 𝑛 = 6𝑘 + 5 = 6(𝑘 + 1) − 1. 

 
2. Déterminer un nombre entier strictement positif 𝑥 de quatre chiffres (le chiffre des milliers étant non nul) tel que 

si 𝑦 désigne le nombre écrit en retournant les chiffres de 𝑥 alors 𝑦 = 4𝑥. 
 
Il existe quatre entiers 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 compris entre 0 et 9 tels que 𝑥 = 1 000𝑎 + 100𝑏 + 10𝑐 + 𝑑 et 𝑎 ≠ 0. 
L’équation 𝑦 = 4𝑥 s’écrit alors 1 000𝑑 + 100𝑐 + 10𝑏 + 𝑎 = 4 000𝑎 + 400𝑏 + 40𝑐 + 4𝑑. (*) 
Cette équation nécessite que 𝑎 soit pair (le chiffre des unités 𝑎 de 𝑦 doit être celui de 4𝑑) et il ne peut être égal à 4, 6 
ou 8 car alors 𝑦 aurait plus de 4 chiffres (4 000𝑎 ≥ 10 000). Donc 𝑎 = 2 et 𝑥 ≥ 2 000 d’où 𝑦 ≥ 8 000. 
On en déduit que 𝑑 = 3 ou 𝑑 = 8 (pour que le chiffre 𝑎 des unités de 𝑦 soit 2) et que 𝑑 = 8 pour que 𝑦 ≥ 8 000. 
L’équation (*) s’écrit alors 100𝑐 + 2 = 400𝑏 + 40𝑐 + 32 soit 2𝑐 = 13𝑏 + 1. 
Comme 0 ≤ 𝑐 ≤ 9, 0 ≤ 2𝑐 ≤ 18, la seule possibilité est 𝑏 = 1 et 𝑐 = 7. 
La seule solution est donc le nombre 8 172. 

 
 
3. Un alphamétique est un petit casse-tête mathématique qui consiste en une équation où les chiffres sont 

remplacés par des lettres (le même chiffre ne peut être représenté par deux lettres différentes, une lettre 
représente toujours le même chiffre et un nombre ne doit jamais commencer par zéro). Le résoudre consiste à 
trouver quelle lettre correspond à quel chiffre pour que l'équation soit vérifiée.  
Résoudre l’alphamétique suivant : AMQMA × 6 = LUCIE. 
 

Le produit ne devant avoir que 5 chiffres, nécessairement A correspond au chiffre 1 et donc E correspond au chiffre 
6. 
Si M représente un chiffre pair, il existe un entier 𝑘 tel que M corresponde à 2𝑘 d’où 6M à 12𝑘 = 10𝑘 + 2𝑘. Mais 
alors I et M représentent le même chiffre 2k, ce qui est impossible. Donc M représente un chiffre impair qui est de 
plus strictement inférieur à 7 (sinon, avec la retenue de 4, le résultat du produit sera un nombre à 6 chiffres). 
Donc M représente 3 ou 5.  
Si M représente 3, alors I représente 8 et en testant toutes les valeurs représentées par Q, la seule valeur de Q  ne 
répétant pas le même chiffre dans LUCIE est 2 mais alors le produit est 79 386 et 3 est représenté à la fois par M et 
par C, ce qui est impossible.  
Si M représente le chiffre 5, alors I représente 0 et on procède de même. La seule valeur associée à Q qui ne donne 
aucune répétition est alors 4 et la seule solution du problème est pour l’opération 15 451 × 6 = 92 706. 

 
 

4. Un triangle rectangle est appelé pythagoricien si ses trois côtés sont des nombres entiers. 
Démontrer que si un nombre premier 𝑝 >  2 divise le périmètre d’un triangle rectangle pythagoricien, alors 𝑝 
divise au moins l’un des deux côtés de l’angle droit. 

(On admettra que si 𝑝 est un nombre premier diviseur d’un produit d’entiers 𝑎𝑏 alors il divise 𝑎 ou il divise 𝑏) 
 

Soit 𝑎 et 𝑏 les longueurs des côtés de l’angle droit. Alors la longueur de l’hypoténuse est 𝑐 = √𝑎ଶ + 𝑏ଶ. 
Soit 𝑝 un nombre premier strictement supérieur à 2 et divisant le périmètre 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 du triangle rectangle. 
Montrons que 𝑝 divise 𝑎 ou 𝑝 divise 𝑏. 
En appliquant la division euclidienne de 𝑎 + 𝑏 par 𝑝, il existe deux entiers 𝑛 et 𝑟 tels que 𝑎 + 𝑏 = 𝑛𝑝 + 𝑟 et 
 0 ≤ 𝑟 < 𝑝.  
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Comme 𝑝 divise 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, il, existe un entier 𝑚 tel que 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑚𝑝 soit 𝑐 = (𝑚 − 𝑛)𝑝 − 𝑟. 
On a alors (𝑎 + 𝑏)ଶ = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ + 2𝑎𝑏.  
Or (𝑎 + 𝑏)ଶ = (𝑛𝑝 + 𝑟 )ଶ = 𝑛ଶ𝑝ଶ + 2𝑛𝑝𝑟 + 𝑟ଶ = 𝑁𝑝 + 𝑟ଶ où 𝑁 = 𝑛ଶ𝑝 + 2𝑛𝑟 est un entier. 
Et 𝑎ଶ + 𝑏ଶ = 𝑐ଶ = ((𝑚 − 𝑛)𝑝 − 𝑟)ଶ = (𝑚 − 𝑛)ଶ𝑝ଶ + 2(𝑚 − 𝑛)𝑝𝑟 + 𝑟ଶ = 𝑀𝑝 + 𝑟ଶ  
où 𝑀 = (𝑚 − 𝑛)ଶ𝑝 + 2(𝑚 − 𝑛)𝑝 est un entier. 
On en tire 2𝑎𝑏 =  𝑁𝑝 + 𝑟ଶ − (𝑀𝑝 + 𝑟ଶ) = (𝑁 − 𝑀)𝑝 d’où p divise le produit 2𝑎𝑏. Comme 𝑝 est un nombre premier 
et 𝑝 > 2, on en déduit que 𝑝 divise 𝑎 ou 𝑝 divise 𝑏. 
 
Autre proposition de solution : 

Si 𝑝 divise 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 alors il existe un entier 𝑚 tel que 𝑚𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐. En élevant cette égalité au carré, on 
obtient 𝑚²𝑝² = 𝑎² + 𝑏² + 𝑐² + 2𝑐(𝑎 + 𝑏) + 2 𝑎𝑏 (1).  
En substituant 𝑎ଶ + 𝑏ଶ et 𝑎 + 𝑏 dans (1) avec l'égalité de Pythagore 𝑐ଶ = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ et la relation  
𝑎 + 𝑏 =  𝑚𝑝 − 𝑐, on obtient 𝑚²𝑝² = 2𝑐² + 2𝑐(𝑚𝑝 − 𝑐) +  2 𝑎𝑏 
d'où 𝑝(𝑚²𝑝 − 2𝑐𝑚) = 2𝑎𝑏 et donc 𝑝 divise 2𝑎𝑏. 

 
5. Soit 𝑚 et 𝑛 deux entiers strictement positifs tels que 3𝑚ଷ = 5𝑛ହ. 
a. Montrer que 3 et 5 sont des diviseurs de 𝑚 et 𝑛. 

(On admettra que si 𝑝 est un nombre premier diviseur d’un produit d’entiers 𝑎𝑏 alors il divise 𝑎 ou il divise 𝑏) 
b. Déterminer la plus petite valeur possible de 𝑚 + 𝑛.  

 
a. Comme 3𝑚ଷ = 5𝑛ହ et 3𝑚ଷ est un multiple de 3 alors 5𝑛ହ est aussi un multiple de 3. Or 5 n’est pas un multiple de 3 et 

3 est un nombre premier donc 𝑛ହ est un multiple de 3. De plus 3 est un nombre premier donc 𝑛 est lui-même un multiple 
de 3.  

On en déduit que 5𝑛ହ est un multiple de 3ହ comme alors 3𝑚ଷ d’où 𝑚ଷ est aussi multiple de 3 (qui est un nombre premier) 
donc m est lui-même multiple de 3.  
On démontre de même que n est un multiple de 3 et de 5.  
b. D’après la question précédente, il existe deux entiers strictement positifs 𝑟 et 𝑠 et quatre entiers strictement positifs 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tels que 𝑚 = 3௔5௕𝑟 et 𝑛 = 3௖5ௗ𝑠 et 3 comme 5 ne divisent ni 𝑟 ni 𝑠.  

L’égalité 3𝑚ଷ = 5𝑛ହ s’écrit alors 3൫3௔5௕𝑟 ൯
ଷ

= 5൫3௖5ௗ𝑠൯
ହ
 soit 3ଷ௔ାଵ5ଷ௕𝑟ଷ = 3ହ௖5ହௗାଵ𝑠ହ. 

Comme 3 et 5 ne divisent ni 𝑟 ni 𝑠, on en déduit (unicité de la décomposition en facteurs premiers) : 
3ଷ௔ାଵ = 3ହ௖, 5ଷ௕ = 5ହௗାଵ et 𝑟ଷ = 𝑠ହ. 
Pour que les entiers strictement positifs 𝑚 et 𝑛 soient les plus petits possibles, on doit avoir 𝑟 = 𝑠 = 1 et, par unicité de 
la décomposition en facteurs premiers, 3𝑎 + 1 = 5𝑐 et 3𝑏 = 5𝑑 + 1. On cherche donc les plus petits entiers strictement 
positifs 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tels que 3𝑎 + 1 = 5𝑐 et 3𝑏 = 5𝑑 + 1. 
Pour 𝑎 = 1 ou 𝑎 = 2, 3𝑎 + 1 n’est pas un multiple de 5. Pour 𝑎 = 3, 3𝑎 + 1 = 10 = 5 × 2. 
De même, pour 𝑑 = 1, 5𝑑 + 1 = 6 = 3 × 2. 
Donc les plus petits entiers strictement positifs 𝑚 et 𝑛 répondant à la question sont 𝑚 = 3ଷ5ଶ = 675 et 
 𝑛 = 3ଶ5ଵ = 45 et la plus petite somme 𝑚 + 𝑛 est 675 + 45 = 720. 

 
6. Un nombre Pretti est un entier strictement positif de sept chiffres tel que : 

- L'entier formé par ses trois chiffres les plus à gauche est un carré parfait. (1) 
- L'entier formé par ses quatre chiffres les plus à droite est un cube parfait. (2) 
- Son chiffre des dizaines de mille est égal à celui des unités.   (3) 
- Son chiffre des milliers n'est pas égal à zéro.     (4) 
Combien y a-t-il de nombres Pretti ? 

Soit 𝑁 un nombre Pretti, il existe 6 entiers 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 compris, au sens large, entre 0 et 9 tel que l’écriture 
décimale de 𝑁 soit 𝑎 𝑏𝑐𝑑 𝑒𝑓𝑔.La condition (1) se traduit par 𝑎𝑏𝑐 est l’un des carrés 10ଶ, 11ଶ, … , 31ଶ car 9ଶ = 81 
ne comporte que deux chiffres et 32ଶ = 1 024 en comporte quatre alors que ceux cités précédemment en 
comporte bien trois. La condition (2) se traduit par 𝑑 𝑒𝑓𝑔 est un cube parfait et, d’après la condition (4), 𝑑 > 0. 
Comme 9ଷ = 729 ne comporte que trois chiffres, 22ଷ = 10 648 en comporte cinq alors que 10ଷ = 10 000 et 
21ଷ = 9 261, 𝑑 𝑒𝑓𝑔 est l’un des cubes 10ଷ, 11ଷ, … , 21ଷ. 
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La condition (3) se traduit par 𝑐 = 𝑔 c’est-à-dire le chiffre des unités de 𝑎𝑏𝑐 et celui de 𝑑 𝑒𝑓𝑔 sont égaux. 
Après avoir posé 𝑎𝑏𝑐 = 𝑛ଶ et 𝑑 𝑒𝑓𝑔 = 𝑚ଷ et regardé les chiffres des unités des carrés et des cubes de 1 à 9, on 
rassemble dans deux tableaux les différents cas possibles : 
 

 

On en déduit déjà que les valeurs possibles pour 𝑐 
et 𝑔 sont 0, 1, 4, 5, 6 et 9. 
 

Chiffre des unités de 𝑚ଷ Chiffre des unités de 𝑚 
0 0 
1 1 
2 8 
3 7 
4 4 
5 5 
6 6 
7 3 
8 2 
9 9 

 

En fonction de la valeur commune à 𝑐 et 𝑔, on peut maintenant dresser le tableau suivant : 
 

Chiffre 𝑐 et 𝑔 Carrés possibles Cubes possibles Nombres de nombres Pretti 
0 10ଶ, 20ଶ, 30ଶ 10ଷ, 20ଷ 6 
1 11ଶ, 19ଶ, 21ଶ, 29ଶ, 31ଶ 11ଷ, 21ଷ 10 
4 12ଶ, 18ଶ, 22ଶ, 28ଶ 14ଷ 4 
5 15ଶ, 25ଶ 15ଷ 2 
6 14ଶ, 16ଶ, 24ଶ, 26ଶ 16ଷ 4 
9 13ଶ, 17ଶ, 23ଶ, 27ଶ 19ଷ 4 

6 + 10 + 4 + 2 + 4 + 4 = 30. Il y a donc 30 nombres Pretti. 
 
7. Le système d’Aviziénis 
Dans une note oubliée en 1840 dans les Comptes rendus de l’académie des sciences, Augustin-Louis Cauchy 
propose un système d’écriture des nombres entiers utilisant des chiffres signés. En 1961, l’informaticien Algirdans 
Antanas Aviziénis, qui ne connaissait pas la proposition de Cauchy, décrit un système plus général. 
Si on utilise les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 5ത, 4ത, 3ത, 2ത, 1ത, la suite des premiers entiers naturels peut s’écrire : 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 14ത, 13ത, 12ത, 11ത, 10, 𝑒𝑡𝑐. Le chiffre signé est le nombre qu’il faut ôter de la dizaine située plus à gauche.  
a. Comment écrire 1 789 ? Quelles sont, dans le système décimal ordinaire, les écritures des nombres que le 
système de Cauchy-Aviziéns écrit 23ത1ത et 34ത4ത ? 
b.  On pose les additions comme à l’accoutumée, mais il faut prendre garde aux retenues, qui peuvent être 
négatives. 
Deux exemples :  

 3 4ത  2    3 5ത  4ത  
+ 1 3 3ത     5 4 4ത  

          

=      =    

          
a. 1 789 s’écrit 2 2ത1ത1ത. 23ത1ത est, dans le système décimal, 169 et 34ത4ത est 256 
𝒃. Pour la première, pas de difficulté, on trouve 41ത1ത, pour la seconde 82ത2 

Chiffre des unités de 𝑛ଶ Chiffres des unités possibles de 𝑛 
0 0 
1 1, 9 
4 2, 8 
5 5 
6 4, 6 
9 3, 7 
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Géométrie plane 
 

1. Autour du triangle équilatéral 

a. Montrer que la hauteur d’un triangle équilatéral de côté 𝑎 est égale à ௔√ଷ

ଶ
. 

b. Montrer que le centre du cercle circonscrit d’un triangle équilatéral est situé au tiers de chaque hauteur en 
partant de la base. 
 

a. Dans un triangle équilatéral, toute hauteur est aussi médiatrice donc le pied 
I de la hauteur issue de A est aussi le milieu de [BC], donc en appliquant le 
théorème de Pythagore dans le triangle AIC rectangle en I,  

on a AIଶ = ACଶ − ICଶ = 𝑎ଶ − ቀ
௔

ଶ
ቁ

ଶ
=

ଷ

ସ
𝑎ଶ d’où AI =

௔√ଷ

ଶ
. 

b. Le centre O du cercle circonscrit au triangle est le point d’intersection des 
médiatrices. Le triangle ABC étant équilatéral, O est centre de symétrie et 
l’aire de ABC est trois fois celle de OBC. 
Ceci s’écrit ୅୍×୆େ

ଶ
= 3 ×

୓୍×୆େ

ଶ
 d’où AI = 3OI.  

 
 

2. Calculs d’aires 
a. Sur la figure ci-contre, les six points 𝐴ଵ, 𝐴ଶ, 𝐴ଷ, 𝐴ସ, 𝐴ହ, 𝐴଺ sont régulièrement 

répartis sur le cercle et déterminent six demi-cercles passant par le centre O 
du cercle. 

La rosace obtenue comporte donc six pétales. 
Déterminer l’aire de la figure formée par ces six pétales sachant que le 

rayon du cercle est égal à 10.   
 

b. Sur la figure ci-contre, on a représenté le dessus d’une toupie à main.  
Les courbes entre deux points sont tous des arcs de cercle de rayon 1. 
En leur point de contact, les tangentes aux deux arcs sont confondues. 
La toupie est supposée bien équilibrée et présente donc trois axes de symétrie. 
Déterminer l’aire de cette figure. 

 
c. On inscrit trois cercles de rayon 1 dans le plus petit cercle possible de manière 

à ce que les trois cercles soient deux à deux tangents. 
Déterminer l’aire de la région grisée. 

 
 

a. Si on considère la figure ci-contre, le triangle 𝑂𝐴ଵ𝐴ଶ est un triangle équilatéral 
puisque l’angle en O mesure ଷ଺଴°

଺
= 60° et 𝑂𝐴ଵ = 𝑂𝐴ଶ = 10. 

L’aire 𝐴 d’un demi-pétale est égale à l’aire de la portion de disque comprise entre 
le segment  [𝐴ଵ𝐴ଶ] et l’arc correspondant. 
Cette aire est égale à celle d’un sixième de disque auquel on retire le triangle 
équilatéral 𝑂𝐴ଵ𝐴ଶ. 

Donc 𝐴 =
ଵ

଺
π × 10ଶ −

ଵ

ଶ
× 10 ×

ଵ଴√ଷ

ଶ
. 

 
L’aire de la rosace est donc 𝑆 = 12 ቀ

ଵ଴଴஠

଺
− 25√3ቁ = 200π − 300√3. 
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b. En complétant la figure donnée comme ci-contre, on obtient six cercles 
identiques dont les centres forment par symétrie un hexagone régulier. 

En découpant chacun des six disques en trois portions identiques et en déplaçant 
trois de ces portions de disques, on reconstitue l’hexagone régulier. 
L’aire 𝐴 cherchée est donc celle de l’hexagone auquel on ajoute trois autres 
portions soit un disque complet. 
L’hexagone a des côtés de longueurs 2. Son aire est 6 fois celle d’un triangle 
équilatéral de côté 2.  
Donc 𝐴 = 6 ×

ଶ√ଷ

ଶ
+  π × 1ଶ = 6√3 + π. 

 
c. On cherche d’abord le rayon du grand cercle en traçant le triangle dont les 

sommets sont les centres due trois petits cercles. 
Ce triangle est équilatéral de côté 2 puisque les petits cercles sont identiques, 
tangents en leur points de contact (situés donc aux milieux des segments joignant 
les centres) et de rayon 1.  
La hauteur de ce triangle équilatéral est donc ℎ = √3 et puisque le centre de ce 
triangle est situé au tiers de la hauteur en partant de la base donc aux deux tiers 
en partant du sommet, le rayon du cercle est : 

 

𝑅 =
ଶ

ଷ
ℎ + 1 =

ଶ

ଷ
√3 + 1.  

Pour calculer l’aire 𝐴 de la région grisée, on soustrait l’aire des trois petits disques à l’aire du grand. 

𝐴 = π𝑅ଶ − 3 π = π ቆ൬
2

3
√3 + 1൰

ଶ

− 3ቇ = π ቆ൬
2

√3
+ 1൰

ଶ

− 3ቇ = π ൬
4

3
+ 1 +

4

√3
− 3൰ =

π

3
൫4 − 6 + 4√3൯ 

Soit 𝐴 =
஠

ଷ
൫4√3 − 2൯. 

 
3. On considère un cercle et un point P extérieur au cercle. On trace toutes les droites passant par P et sécantes au 

cercle en deux points, qu’on note M et N. 
Montrer que les milieux des segments [MN] sont tous situés sur un même cercle à déterminer. 
 

 
Soit O le centre du cercle. Les points M et N étant sur le cercle, OM = ON.  
De plus, par définition, IM = IN. 
La droite (OI) est donc la médiatrice du segment [MN]. 
On en déduit que la droite (OI) est perpendiculaire à la droite (MN) et que 
le triangle OIP est rectangle en I. 
Propriété : tout triangle rectangle est inscrit dans un cercle de diamètre 
l’hypoténuse. 
Le point i est donc situé sur le cercle de diamètre [PO]. 

 
 

 
 

4. Soit ABC un triangle équilatéral de hauteur 1. Un cercle de rayon 1 et de centre O situé du même côté de (AB) 
que C roule le long du segment [AB].  
Montrer que l’arc du cercle à l’intérieur du triangle a toujours la même longueur. 
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Comme le cercle roule sur [AB] et a même rayon que la hauteur du triangle 
ABC, le centre O est situé sur la parallèle (𝑑) à (AB) passant par C. 
Si on note : 
 D le point d’intersection de [BC] avec le cercle  
 E le point d’intersection de (AC) avec le cercle et situé en dehors du 

segment [AC] 
comme sur la figure ci-contre, alors BCO෣ = ABC෢ = 60° (angles alternes-
internes). On en déduit, puisque le point C appartient au segment [AE], que  
ECO෢ = 180° − ACB෢ − BCO෣ = 180° − 60° − 60° = 60° = BCO෣. 
De plus, la droite (𝑑) passe par le centre du cercle et est donc un axe de 
symétrie du cercle. La symétrie d’axe (𝑑) envoie donc la droite (CE) sur la   
droite (CB). Comme E est le point d’intersection du cercle avec (CE) et D est le point d’intersection du cercle avec 
(CB), on en déduit que D est le symétrique de E par rapport à (𝑑). 
Le triangle CDE est donc isocèle en C  
d’où CED෢ = CDE෢ =

ଵ

ଶ
൫180° − DCE෢ ൯ =

ଵ

ଶ
൫180° − (180° − ACB෢ ൯ =

ଵ

ଶ
ACB෢ = 30°. 

Pour démontrer que l’arc d’extrémités F et D situé à l’intérieur du triangle est 
de longueur constante, on va montrer que l’angle au centre correspondant est 
de mesure constante. 
Si on note 𝑎 =  DEO෣ = ODE෣, 𝑏 = FDO෣ = DFO෣, 𝑐 = OEF෢ = EFO෢  (triangles 
isocèles en O), on a en se plaçant successivement dans les triangles EFD et 
OFD : 
2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 180° soit 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 90°  
et OFD෣ = 180° − 2𝑏 = 180° − 2(90° − 𝑎 − 𝑐) = 2(𝑎 + 𝑐) = 2FED෢ = 2CED෢  
soit OFD෣ = 60° ce qui prouve que l’arc d’extrémités F et D situé à l’intérieur 
du triangle est de longueur constante.  

 
 
5. Soit ABC un triangle tel que BAC෢ = 40° et ABC෢ = 60°. Les points D et E sont les points situés respectivement 

sur [AC] et [AB] tels que CBD෣ = 40° et BCE෢ = 70°. F est le point d’intersection des droites (BD) et (CE). 
Montrer que la droite (AF) est perpendiculaire à la droite (BC). 
 

Soit H le point d’intersection de la perpendiculaire à (BC) passant par A avec (BC). 
Montrons que le point F appartient à la droite (AH). 
Soit F’ le point d’intersection de (AH) et (BD). Montrons que BCF′෣ = 70°. 
Comme ABC෢ = 60°, on peut construire le point G sur la demi-droite [BC) tel que 
le triangle ABG soit équilatéral. La droite (AH) est alors à la fois hauteur et 
médiatrice d’où BF’ = GF’ et F′BG෣ = F′GB෣ = 40° car F’ appartient à (BD). 
On note de plus I le point d’intersection des droites (BD) et (AG). 
Alors IGF′෢ = 60° − 40° = 20°. 
D’autre part IF′G෢ = 180° − 𝐵𝐹ᇱ𝐺෣ = 180° − ൫180° − FᇱBG෣ − FᇱGB෣ ൯  

Soit IF′G෢ = 40° + 40° = 80°. 
On ne déduit que F′IG෢ = 180° − IFᇱG෣ − IGFᇱ෣ = 180° − 80° − 20° = 80°. Le triangle IF’G est donc isocèle en G d’où 
IG = GF’ = BF’. (1) 
Or les triangles BGI et ABC sont isométriques car BG = AB, GBI෢ = BAC෢ = 40° et BGI෢ = BGA෣ = ABC෢ = 60°. 
On a donc GI = BC. (2). 
De (1° et (2), on tire BF’ = BC et dans le triangle BCF’ isocèle en B, BCF′෣ =

ଵ

ଶ
൫180° − CBF′෣൯ =

ଵ

ଶ
(180° − 40°)  

Soit BCF′෣ = 70° = BCF෢ = ce qui signifie que F’ est sur [CE) donc confondu avec F puisqu’il est aussi sur (BD). 
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6. Élodie possède deux cartons rectangulaires de mêmes dimensions. Ces 

dimensions sont des nombres entiers. 
La longueur des cartons est strictement supérieure à leur largeur. 
Élodie superpose les deux cartons comme sur la figure ci-contre. 
Elle réalise alors que l’aire du quadrilatère formé par la superposition des deux 
cartons (partie grisée de la figure) est un nombre entier. 
Quelle est la longueur minimale que pourraient avoir ces cartons ? 

 
 

Soit 𝑎 la longueur et 𝑏 la largeur des cartons. 
On note 𝑆 l’aire du quadrilatère correspondant à l’intersection des deux cartons. 
Enfin, on note 𝑐 et 𝑑 les longueurs des côtés des triangles formés par l’intersection 
comme sur la figure ci-contre. 
Montrons que 𝑐 est un nombre entier. 
Les triangles CEI et BEA sont semblables (rectangles tous les deux et les angles IEC෢  
et BEA෣ sont complémentaires comme IEC෢  et CIE෢  donc BEA෣ = CIE෢ ). 
On en déduit l’égalité ௗ

௖
=

௔ି௖

௕
 soit 𝑑 =

௖(௔ି௖)

௕
. 

On a alors 𝑆 = 𝑎𝑏 −
௕௖

ଶ
−

ௗ(௔ି௖)

ଶ
= 𝑎𝑏 −

௕௖

ଶ
−

௖(௔ି௖)మ

ଶ௕
= 𝑎𝑏 −

௕௖

ଶ
−

௖൫௔మା௖మିଶ௔௖൯

ଶ௕
  

Soit 𝑆 =
ଵ

ଶ௕
(2𝑎𝑏ଶ − 𝑏ଶ𝑐 − 𝑎ଶ𝑐 + 2𝑎𝑐ଶ − 𝑐ଷ). 

Or, par construction, AE = 𝑎 et dans le triangle ACE rectangle en B, 𝑎ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ  
donc 𝑆 =

ଵ

ଶ௕
(2𝑎(𝑏ଶ + 𝑐ଶ) − 𝑎ଶ𝑐 − 𝑐(𝑏ଶ + 𝑐ଶ)) =

ଵ

ଶ௕
(2𝑎ଷ − 𝑎ଶ𝑐 − 𝑐𝑎ଶ) =

ଵ

ଶ௕
(2𝑎ଷ − 2𝑎ଶ𝑐) 

soit 𝑆 =
௔యି௔మ௖

௕
 qui s’écrit aussi 𝑐 = 𝑎 −

ௌ௕

௔మ. Comme 𝑆, 𝑏 et 𝑎 sont des nombres entiers,  𝑐 est un nombre rationnel ௣

௤
, 

où 𝑝 et 𝑞 n’ont pas de diviseur commun autre que 1. 
De plus 𝑎 et 𝑏 sont des nombres entiers et 𝑐 = √𝑎ଶ − 𝑏ଶ donc 𝑐 est la racine carrée d’un nombre entier 𝑛. On en 

déduit que 𝑛 =
௣మ

௤మ est un nombre entier et donc que 𝑞ଶ divise 𝑝ଶ, ce qui contredit 𝑝 et 𝑞 n’ont pas de diviseur commun 

autre que 1 sauf si 𝑐 est en fait un entier. 
Les plus petits triplets pythagoriciens (𝑎, 𝑏, 𝑐) tels que  𝑎ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ sont donnés par le tableau ci-dessous. 

 
𝑎 𝑏 𝑐 𝑆 

5 3 4 
25

3
 

5 4 3 
25

2
 

10 6 8 
100

3
 

10 8 6 50 
La plus petite valeur de 𝑎 qui convient est donc 10. 
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Équations et inéquations 
 
1. Soit 𝑥, 𝑦 et 𝑧 trois réels non nuls tels que 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 0. Calculer la somme 𝑆 =

௬ା௭

௫
+

௭ା௫

௬
+

௫ା௬

௭
. 

 
 
𝑆 =

ଵ

௫௬௭
(𝑦𝑧(𝑦 + 𝑧) + 𝑥𝑧(𝑧 + 𝑥) + 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦)) =

ଵ

௫௬௭
(𝑦(𝑧𝑦 + 𝑥𝑦) + 𝑧(𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) + 𝑥(𝑥𝑧 + 𝑥𝑦))  

Comme 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 0, on en tire 𝑆 =
ଵ

௫௬௭
(−𝑦𝑧𝑥 − 𝑧𝑥𝑦 − 𝑥𝑦𝑧) = −3 

 

2. On suppose que 𝑥, 𝑦 et 𝑧 trois réels tels que ቐ
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3

𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 7

𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ = 15

. Déterminer la valeur de 𝑥𝑦𝑧. 

 
En élevant au cube les membres de la première équation, on obtient : 
𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ + 3𝑥ଶ𝑦 + 3𝑥𝑦ଶ + 3𝑦ଶ𝑧 + 3𝑦𝑧ଶ + 3𝑧ଶ𝑥 + 3𝑧𝑥ଶ + 6𝑥𝑦𝑧 = 27   (1) 
En multipliant membre à membre la première et la deuxième équation, on obtient : 
𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ + 𝑥ଶ𝑦 + 𝑥𝑦ଶ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑦𝑧ଶ + 𝑧ଶ𝑥 + 𝑧𝑥ଶ = 21     (2) 
En retranchant trois fois les membre de (2) aux membres de (1), on obtient : 
−2(𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ) + 6𝑥𝑦𝑧 = −36  
soit, en tenant compte de la troisième équation du système : 6𝑥𝑦𝑧 = −36 + 30 = −6 
On a donc 𝑥𝑦𝑧 = −1 
 
3. Montrer que ଵ

ଶ ଴ଶଷ
<

ଵ

ଶ
×

ଷ

ସ
×

ହ

଺
× … ×

ଶ ଴ଵଽ

ଶ ଴ଶ଴
×

ଶ ଴ଶଵ

ଶ ଴ଶଶ
<

ଵ

ସସ
 

 
 
Soit 𝑃 =

ଵ

ଶ
×

ଷ

ସ
×

ହ

଺
× … ×

ଶ ଴ଵଽ

ଶ ଴ଶ଴
×

ଶ ଴ଶଵ

ଶ ଴ଶଶ
. 

Comme ଵ
ଶ

>
ଵ

ଷ
,

ଷ

ସ
>

ଷ

ହ
,

ହ

଺
>

ହ

଻
, …, ଶ ଴ଵଽ

ଶ ଴ଶ଴
>

ଶ ଴ଵଽ

ଶ ଴ଶଵ
  et ଶ ଴ଶଵ

ଶ ଴ଶଶ
>

ଶ ଴ଶଵ

ଶ ଴ଶଷ
, 𝑃 >

ଵ

ଷ
×

ଷ

ହ
×

ହ

଻
× … ×

ଶ ଴ଵଽ

ଶ ଴ଶଵ
×

ଶ ଴ଶଵ

ଶ ଴ଶଷ
 

C’est-à-dire, après simplification, 𝑃 > ଵ

ଶ ଴ଶଷ
. 

D’autre part ଵ

ଶ
<

ଶ

ଷ
 car ଵ

ଶ
−

ଶ

ଷ
=

ଷିସ

଺
= −

ଵ

଺
, ଷ

ସ
<

ସ

ହ
  car ଷ

ସ
−

ସ

ହ
=

ଵହିଵ

ଶ଴
= −

ଵ

ଵ଺
 et, plus gé,néralement, pour tout entier 

naturel non nul, ௡

௡ାଵ
<

௡ାଵ

௡ାଶ
 car ௡

௡ାଵ
−

௡ାଵ

௡ାଶ
=

௡(௡ାଶ)ି(௡ାଵ)మ

(௡ାଵ)(௡ାଶ)
=

ିଵ

(௡ାଵ)(௡ାଶ)
  

Donc 𝑃 <
ଶ

ଷ
×

ସ

ହ
×

଺

଻
× … ×

ଶ ଴ଶ଴

ଶ ଴ଶଵ
×

ଶ ଴ଶଶ

ଶ ଴ଶଷ
  soit 𝑃 <

ଵ

ଶ ଴ଶଷ
ቀ

ଶ

ଵ
×

ସ

ଷ
×

଺

ହ
× … ×

ଶ ଴ଶ଴

ଶ ଴ଵଽ
×

ଶ ଴ଶଶ

ଶ ଴ଶଵ
ቁ 

Ce qui s’écrit 𝑃 <
ଵ

ଶ ଴ଶଷ
×

ଵ

௉
 soit, puisque les nombres sont positifs strictement 𝑃ଶ <

ଵ

ଶ ଴ଶଷ
<

ଵ

ଵ ଽଷ଺
  

Soit 𝑃ଶ <
ଵ

ସସమ  soit (termes positifs) 𝑃 <
ଵ

ସସ
. 

 

4. Démontrer que pour tous nombres strictement positifs 𝑎, 𝑏, 𝑐, ௔
య

௕௖
+

௕య

௖௔
+

௖య

௔௕
≥ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐. 

(on pourra déjà démontrer que pour tous réels 𝑥 et 𝑦, ௫
మା௬మ

ଶ
≥ 𝑥𝑦). 

 

On commence par remarquer que ௔
య

௕௖
+

௕య

௖௔
+

௖య

௔௕
=

ଵ

௔௕௖
(𝑎ସ + 𝑏ସ + 𝑐ସ). 

D’autre part, 𝑎ସ + 𝑏ସ + 𝑐ସ =
௔రା௕ర

ଶ
+

௕రା௖ర

ଶ
+

௖రା௔ర

ଶ
. 

Or, pour tous réels 𝑥 et 𝑦, (𝑥 − 𝑦)ଶ ≥ 0 et (𝑥 − 𝑦)ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 2𝑥𝑦 d’où 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≥ 2𝑥𝑦 soit ௫
మା௬మ

ଶ
≥ 𝑥𝑦. (1) 

On en déduit : ௔
రା௕ర

ଶ
+

௕రା௖ర

ଶ
+

௖రା௔ర

ଶ
≥ 𝑎ଶ𝑏ଶ + 𝑏ଶ𝑐ଶ + 𝑐ଶ𝑎ଶ  

Soit ௔
రା௕ర

ଶ
+

௕రା௖ర

ଶ
+

௖రା௔ర

ଶ
≥

௔మ(௕మା௖మ)

ଶ
+

௕మ(௖మା௔మ)

ଶ
+

௖మ(௔మା௕మ)

ଶ
 

En s’appuyant à nouveau sur l’inégalité (1), on obtient 𝑎ସ + 𝑏ସ + 𝑐ସ ≥ 𝑎ଶ𝑏𝑐 + 𝑏ଶ𝑐𝑎 + 𝑐ଶ𝑎𝑏 

Soit, en divisant par abc qui est strictement positif : ௔
య

௕௖
+

௕య

௖௔
+

௖య

௔௕
≥ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐. 
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5. On suppose que des nombres réels 𝑎 et 𝑏 vérifient l’égalité 𝑎𝑏 + √𝑎𝑏 + 1 + √𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎. 

Déterminer alors la valeur de  𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 
 
L’égalité de départ s’écrit aussi 𝑎𝑏 + √𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 = −√𝑎𝑏 + 1. (1) 
Ce qui, si 𝑎𝑏 + 1 ≥ 0 et 𝑎𝑏 + √𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 ≤ 0, équivaut, en élevant au carré 
𝑎ଶ𝑏ଶ + 2𝑎𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 + (𝑎ଶ + 𝑏)(𝑏ଶ + 𝑎) =  𝑎𝑏 + 1  
Soit 𝑎ଶ𝑏ଶ + 𝑎ଷ + 2𝑎𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑎ଶ𝑏ଶ + 𝑏ଷ = 1 
Soit 𝑎ଶ(𝑏ଶ + 𝑎) + 2𝑎𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏ଶ(𝑎ଶ + 𝑏) = 1 

C’est-à-dire ൫𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏൯
ଶ

= 1 soit 𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 = ±1. 
Montrons que √𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 < 0. 
Or 𝑎 et 𝑏 sont de signes opposés car (1) s’écrit aussi 𝑎𝑏 = −√𝑎ଶ + 𝑏 × √𝑏ଶ + 𝑎 − √𝑎𝑏 + 1 et une racine carrée est 
un nombre positif ou nul. 
Sans perte de généralité, on peut supposer que 𝑎 < 0 < 𝑏. 
Comme 𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 = 𝑎൫√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏൯ − 𝑏൫−√𝑎ଶ + 𝑏 + 𝑎൯ et comme 𝑎൫√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏൯ > 0 et comme 
−√𝑎ଶ + 𝑏 + 𝑎 < 0 et −𝑏 > 0 d’où −𝑏൫−√𝑎ଶ + 𝑏 + 𝑎൯ > 0, 𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 > 0. 
On en déduit que 𝑎√𝑏ଶ + 𝑎 + 𝑏√𝑎ଶ + 𝑏 = 1. 
 
 
6. On dit qu’une fonction 𝑓 de R dans R admet un point fixe 𝑎 lorsque 𝑓(𝑎) = 𝑎. 

Déterminer tous les triplets possibles (𝑎, 𝑛, 𝑝) de nombres tels que 𝑎 est un nombre réel, 𝑛 et 𝑝 sont des nombres 
entiers et les fonctions (distinctes) 𝑓 et 𝑔, de R dans R, ont toutes deux le même point fixe 𝑎 et sont telles que, pour 
tout réel 𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑛𝑥 + 4 et 𝑔(𝑥) = 4𝑥 + 𝑝.  
 

Le nombre 𝑎 est point fixe de 𝑓 s’écrit 𝑛𝑎 + 4 = 𝑎 soit, pour 𝑛 ≠ 1, 𝑎 =
ିସ

௡ିଵ
. 

Le nombre 𝑎 est point fixe de 𝑔 s’écrit 4𝑎 + 𝑝 = 𝑎 soit, pour 𝑛 ≠ 1, 𝑎 =
ି௣

ଷ
. 

On en déduit que ିସ

௡ିଵ
=

ି௣

ଷ
 soit 𝑝(𝑛 − 1) = 12.  

Comme 𝑛 et 𝑝 sont des entiers, les couples (𝑛, 𝑝) vérifiant cette égalité sont : (2,12), (3,6), (4,4)(5,3), (7,2), (13,1). 
Pour le couple (4,4), les fonctions 𝑓 et 𝑔 sont identiques donc ce couple ne convient pas. 

Les triplets solutions sont : (−4,2,12), (−2,3,6), (−1,5,3), ቀ−
ଶ

ଷ
7,2ቁ , ቀ−

ଵ

ଷ
, 13,1ቁ. 

 
7. Soit un triangle 𝐸𝐹𝐺 rectangle en 𝐸. On pose 𝑥 = 𝐸𝐹, 𝑦 = 𝐸𝐺, 𝑧 = 𝐹𝐺. 

Calculer l’aire 𝐴 et le périmètre 𝑃 du triangle sachant que 𝑃 = 4𝐴 et  ௫
రା௬రା௭ర

଼
= 64 −  𝐴ଶ. 

 
Le triangle étant rectangle en 𝐸, on a de plus 𝐴 =

௫௬

ଶ
 et 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑧ଶ. 

௫రା௬రା௭ర

଼
= 64 −  𝐴ଶ s’écrit aussi 𝑥ସ + 𝑦ସ + 𝑧ସ = 512 − 8 𝐴ଶ soit 𝑥ସ + 𝑦ସ + 𝑧ସ = 512 − 2𝑥ଶ𝑦ଶ. 

 
Soit (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)ଶ + 𝑧ସ = 512 soit 2𝑧ସ = 512 c’est-à-dire 𝑧 = 4. 
La relation 𝑃 = 4𝐴 s’écrit alors 𝑥 + 𝑦 + 4 = 2𝑥𝑦 et l’égalité 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 𝑧ଶ = 16 s’écrit 
𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 2𝑥𝑦 = 16 + 2𝑥𝑦 = 16 + 𝑥 + 𝑦 + 4  soit (𝑥 + 𝑦)ଶ − (𝑥 + 𝑦) − 20 = 0. 

En posant 𝑡 = 𝑥 + 𝑦, on de ramène à l’équation 𝑡ଶ − 𝑡 − 20 = 0 soit ቀ𝑡 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
−

ଵ

ସ
− 20 = 0  

soit ቀ𝑡 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
−

଼ଵ

ସ
= 0 soit (𝑡 − 5)(𝑡 + 4) = 0. Comme somme de distances 𝑡 est positif donc 𝑥 + 𝑦 = 𝑡 = 5. 

On en déduit que le périmètre du triangle est 𝑃 = 5 + 4 = 9 et l’aire du triangle est 𝐴 =
௉

ସ
=

ଽ

ସ
. 
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Dénombrement et probabilités 
 

1. Petits cadeaux gourmands 
Une petite boîte de chocolats contient 4 morceaux de chocolat placés côte à côte sur une seule ligne. 
Il y a plusieurs sélections de saveurs pour les chocolats et chaque boite est confectionnée en choisissant au hasard 
la saveur de chaque chocolat. 
Calculer le nombre de saveurs qui assurera que la probabilité de ne pas avoir deux chocolats de même saveur qui 
se touchent soit supérieure ou égale à 0,512. 
 

On note 𝑆 le nombre de saveurs disponibles. Avec 4 chocolats alignés on a 3 chocolats qui se touchent. 
La probabilité que deux chocolats choisis n’aient pas la même saveur est 𝑝 =

ௌିଵ

ௌ
 donc la probabilité qu’aucun 

chocolats qui se touchent n’aient la même saveur est 𝑃 = 𝑝ଷ. 
𝑃 ≥ 0,512 équivaut à 𝑝ଷ ≥

଺ସ

ଵଶହ
 soit 𝑝 ≥

ସ

ହ
 soit 1 −

ଵ

ௌ
≥

ସ

ହ
 soit ଵ

ௌ
≤

ଵ

ହ
 soit 𝑆 ≥ 5 (nombres strictement positifs). 

Il faut donc au moins 5 saveurs de chocolats. 
 
2. Les gros bras 

On organise un tournoi de bras de fer entre Alexis et Gabriel. Le tournoi comporte autant de rondes que 
nécessaire, le gagnant étant le premier qui parvient à gagner 2 rondes de plus que son adversaire. 
On suppose que chaque ronde se termine par la victoire d’un des adversaires. 
On estime que la probabilité que Gabriel gagne une ronde est ଶ

ଷ
. 

Quelle est la probabilité que Gabriel gagne le tournoi ?  
 

On note P la probabilité que Gabriel gagne le tournoi.  
Ce tournoi est constitué de : 

- soit deux victoires de Gabriel (probabilité égale à ቀଶ

ଷ
ቁ

ଶ
=

ସ

ଽ
) ; 

- soit une victoire puis une défaite et on poursuit le tournoi comme s’il ne s’était rien passé (probabilité égale à 
ଶ

ଷ
×

ଵ

ଷ
𝑃 =

ଶ

ଽ
𝑃) ; 

- soit une défaite suivie d’une victoire et on poursuit le tournoi comme s’il ne s’était rien passé (probabilité égale 
à ଵ

ଷ
×

ଶ

ଷ
𝑃 =

ଶ

ଽ
𝑃. 

On a donc 𝑃 =
ସ

ଽ
+

ଶ

ଽ
𝑃 +

ଶ

ଽ
𝑃 soit ହ

ଽ
𝑃 =

ସ

ଽ
 soit 𝑃 =

ସ

ହ
. 

 
3. Soustraction 

Les faces d'un dé juste sont numérotées de 1 à 6. Ruby et Sam jettent chacun le dé. Ensuite, Sam soustrait le 
nombre qu'il a obtenu de celui qu'a obtenu Ruby.  

Quelle est la probabilité que le résultat de cette soustraction soit un nombre négatif ? 
 
Ruby et Sam ont chacun 6 résultats possibles lorsqu'ils jettent les dés. Donc, il y a 6 × 6 = 36 résultats possibles. Sur 
ces 36 résultats possibles, il y a 6 résultats dans lesquels Sam et Ruby obtiennent chacun le même nombre et donc 
ces nombres ont une différence de 0. 
Pour les 36 − 6 = 30 résultats possibles restants, la probabilité que Ruby ait obtenu un nombre supérieur à celui de 
Sam est égale à la probabilité que Sam ait obtenu un nombre supérieur à celui de Ruby. 
Autrement dit, la moitié de ces 30 résultats possibles (soit 15) ont une différence négative tandis que l'autre moitié 
des résultats possibles ont une différence positive. 
Donc, lorsqu'on soustrait le nombre qu'obtient Sam de celui qu'obtient Ruby, la probabilité que le résultat de cette 
soustraction soit un nombre négatif est égale à ଵହ

ଷ଺
 soit ହ

ଵଶ
.  
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4. L’ombre et la lumière 
Dans la Figure 1 ci-dessous, trois points non ombrés sont disposés de manière à former un triangle équilatéral. La Figure 
2 est formée en disposant trois copies de la Figure 1 de manière à former le contour d'un triangle équilatéral plus grand, 
puis en remplissant l'espace vide résultant avec 1 point ombré. Pour chaque entier 𝑛 > 2, la Figure 𝑛 est formée en 
disposant trois copies de la Figure 𝑛 − 1 de manière à former le contour d'un triangle équilatéral plus grand, puis en 
remplissant l'espace vide résultant au centre avec un triangle inversé de points ombrés. 

 

 
 
Quelle est la plus petite valeur de 𝑛 telle que la Figure 𝑛 comprend au moins 100 000 points ombrés ? 
(On admet que pour tout entier naturel 𝑛 non nul, 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 =

௡(௡ାଵ)

ଶ
) 

 
Comme chaque figure est formée en juxtaposant deux copies de la figure précédente le long de la base, puis en 
ajoutant d'autres parties au-dessus, le nombre de points dans la base de chaque figure est deux fois plus grand que 
dans la figure précédente. 
Puisque chaque figure est un triangle équilatéral, le nombre de points dans la figure est égal à la somme des entiers 
strictement positifs allant de 1 jusqu'au nombre de points de la base. Donc, si la base d'une figure comprend 𝑏 points, 
alors la figure comprend 1 + 2 + 3 + ⋯ + 𝑏 =

௕(௕ାଵ)

ଶ
 points.  

De plus, puisque chaque figure est formée à l'aide de trois copies de la figure précédente en remplissant tout espace 
encore vide avec des points ombrés, alors le nombre de points non ombrés dans chaque figure est exactement trois 
fois le nombre de points non ombrés dans la figure précédente. 
Puisque chaque point est soit ombré soit non ombré, le nombre de points ombrés est égal au nombre total de points 
moins le nombre de points non ombrés. 
On en déduit le tableau suivant : 

Figure Nbre de points de 
la base 

Nbre de points de 
la figure 

Nbre de points 
non ombrés 

Nbre de points 
ombrés 

1 2 3 3 0 
2 4 10 9 1 
3 8 36 27 9 
4 16 136 81 55 
5 32 528 243 285 
6 64 2 080 729 1 351 
7 128 8 256 2 187 6 069 
8 256 32 896 6 561 26 335 
9 512 131 328 19 683 111 645 

 
La plus petite valeur de 𝑛 cherchée est donc 9. 
 
5. Dignes d’un don 
 𝑛 personnes sont assises autour d’une table. On les désigne par 𝑃ଵ, 𝑃ଶ, 𝑃ଷ, … , 𝑃௡ିଵ, 𝑃௡. Au début du processus, des 
pièces de monnaie toutes identiques leur sont distribuées, de telle sorte que 𝑃ଵ possède une pièce de plus que 𝑃ଶ, 𝑃ଶ 
une pièce de plus que 𝑃ଷ, etc., 𝑃௡ିଵ une pièce de plus que 𝑃௡. On s’engage alors dans un système de don : 𝑃ଵdonne 
une pièce à 𝑃ଶ , qui donne deux pièces à 𝑃ଷ, qui donne trois pièces à 𝑃ସ, etc. et on continue jusqu’à 𝑃௡ qui donne 𝑛 
pièces à 𝑃ଵ, qui donne 𝑛 + 1 pièces à 𝑃ଶ, et le processus se déroule jusqu’à ce qu’une personne ne puisse pas donner 
une pièce de plus que le nombre de pièces reçues. On s’arrête, et on constate qu’une des personnes possède 
exactement 5 fois le nombre de pièces possédé par un de ses voisins. 
Quelle est cette personne ? Combien y avait-il de personnes autour de la table ? Combien de pièces avait-on 
distribuées ? 
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Supposons que 𝑃௡ ait possédé 𝑞 pièces au départ. 𝑃௡ିଵ en possédait une de plus, soit 𝑞 + 1, 𝑃௡ିଶ en possédait 𝑞 + 2 
et 𝑃ଵ en possédait 𝑞 + 𝑛 − 1. Comme chacun donne à chaque tour une pièce de plus qu’il en reçoit, 𝑃௡ ne peut plus 
respecter la règle après 𝑞 tours. À ce moment, il a reçu 𝑛(𝑞 + 1) − 1 pièces de 𝑃௡ିଵ mais ne peut en donner 𝑛(𝑞 + 1) 
à 𝑃ଵ. Le jeu s’arrête. 𝑃௡ିଵn’a plus de pièces 𝑃ଵ possède à ce moment 𝑛 − 2 pièces. La condition proposée s’écrit : 
𝑛(𝑞 + 1) − 1 = 5(𝑛 − 2) qui se simplifie en 𝑛(4 − 𝑞) = 9. Les possibilités sont 𝑛 = 9 et 𝑛 = 3 avec comme nombre 
de pièce correspondant 63 et 6. 
 
6. Deux grands bols de balles 
Des balles sont disposées dans deux grands bols, un nombre 𝑚 de balles dans le premier, un nombre 𝑛 de balles 
dans le second. Deux opérations sont possibles : 
Opération 𝛼 : ôter le même nombre de balles dans chacun des deux bols ; 
Opération 𝛽 : doubler le nombre de balles dans un des deux bols. 
 
1. Est-il possible, au bout d’un nombre fini d’opérations 𝛼 ou 𝛽, de vider les deux bols ? 
2. On remplace l’opération 𝛽 par l’opération 𝛾 : tripler le nombre de balles dans un des bols. Est-il possible, au bout 
d’un nombre fini d’opérations 𝛼 ou 𝛾, de vider les deux bols ? 
 
1. Si 𝑚 = 𝑛, l’opération 𝛼 a elle seule règle la question. Supposons 𝑚 < 𝑛. On peut alors ôter 𝑚 − 1 balles dans 
chaque bol, de façon qu’il n’en reste qu’une dans le premier cité. L’opération 𝛽 permet de passer de 1 balles à deux 
dans ce bol, et on peut ôter une balle dans chaque bol pour revenir à 1 balle dans le premier bol. On recommence 
jusqu’à ce qu’il n’y ait plus qu’une balle dans le second aussi. Opération 𝛼 pour finir. 
2. Si les effectifs initiaux ne sont pas de même parité, ni l’opération 𝛼 ni l’opération 𝛾 ne changent cet état de 
choses et par conséquent ramener ces deux effectifs à 0 n’est pas possible.  
Si les effectifs sont de même parité, on ôte 𝑚 − 1 dans chacun des bols. On porte à 3 l’effectif du premier bol, et on 
ôte deux balles dans chacun (il y en a au moins 3 dans le second, dont l’effectif est impair et strictement supérieur à 
1). En poursuivant le procédé, le nombre de balles dans le second bol diminue de 2 à chaque étape, jusqu’à attendre 
1 et on termine.  
 
 

7. Combien d’impairs jusqu’à 2 023 ? 
On écrit tous les entiers, de 1 à 2 023 (enfin, on les écrit dans sa tête). Des chiffres pairs, 0, 2, 4, 6, 8 et des chiffres 
impairs, 1, 3, 5, 7, 9 se succèdent. Combien a-t-on écrit au total de chiffres impairs ? 

Pour commencer, regardons ce qui se passe entre 0 et 100. Les chiffres des unités 1, 3, 5, 7 et 9 se retrouvent dans 
chaque dizaine, et il y a dix dizaines, cela nous conduit à 50. Les chiffres des dizaines 1, 3, 5, 7, 9, apparaissent 
chacun 10 fois, cela donne encore 50 chiffres impairs, donc 100 chiffres impairs de 1 à 99. Le décompte est le même 
pour chaque centaine « impaire », mais les chiffres de centaines 1, 3, 5, 7 et 9 apparaissent chacun 100 fois. Entre 1 
et 999, il y a donc 10 × 100 + 500 = 1 500 chiffres impairs. 
On aurait pu aller directement au but en remarquant que de 1 à 999, exactement la moitié des chiffres des unités, la 
moitié des chiffres des dizaines et la moitié des chiffres des centaines sont impairs.. 
Pour les nombres compris entre 1 000 et 1 999, le même compte vaut pour les unités, dizaines et centaines, mais il y 
a aussi 1 000 chiffres 1, ce qui donne 4 000 chiffres impairs de 1 à 1999. Pour la suite, les nombres qui comportent 
des chiffres impairs sont 2 001, 2 003, 2 005, 2 007, 2 009, 2 010, 2 011, 2 012, 2 013, 2 014, 2 015, 2016, 2 017, 
2 018, 2 019, 2 021 et 2 023, pour un total de 22 chiffres impairs. Au total 4 022. 
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Quiz 
Pépinière académique de mathématiques « secondes » Avril 2023 

Équipe constituée de :  

 

………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………… 

Exceptionnellement, il ne vous est pas demandé de justifier les « réponses » que vous donnerez aux questions suivantes. Les professeurs animateurs 
sont naturellement là pour vous donner des petits coups de pouce (ils vous suggèreront des raisonnements ou des démarches, pas des « réponses », 
ils peuvent aussi confirmer vos réponses pour vous aider à aller plus loin. 
 

10 questions – 10 réponses – 50 minutes 
 
 

N° Figure  Énoncé de la question Réponse 

1. 
 

Dans l'addition ci-contre, 𝑃, 𝑄 et 𝑅 représentent chacun un chiffre. Quelle 
est la valeur de 𝑃 + 𝑄 + 𝑅 ? 

 

2. 

 

Dans la figure ci-contre, le triangle 𝑄𝑅𝑆 est rectangle isocèle en 𝑅 et le 
segment [𝑇𝑃] coupe les côtés [𝑄𝑆] et [𝑅𝑆] respectivement en 𝑈 et 𝑉 de 
telle façon que 𝑃𝑈𝑄෣ = 𝑅𝑉𝑇෣ = 𝑦°.  
Que vaut 𝑦 ? 

 

3. 

 

Dans la figure ci-contre, 𝑃𝑄𝑅𝑆 est un rectangle, 𝑃𝑆 = 2, 𝑃𝑄 = 4 et les 
points 𝑇, 𝑈, 𝑉 et 𝑊 sont tels que les segments [UV] et [TW] se coupent au 
centre du rectangle et 𝑅𝑇 = 𝑅𝑈 = 𝑃𝑉 = 𝑃𝑊 = 𝑎. 
Quelle est la valeur de 𝑎 pour que l’aire de la région ombrée soir égale à 
ଵ

଼
 de celle du rectangle ?   

 

4. 
 La moyenne, la médiane et le mode de la série statistique des entiers 12, 

9, 11, 16, 𝑥 sont égaux. Quelle est la valeur de 𝑥 ? 
 

5. 

 

Dans un carré magique, les nombres de chaque rangée, de chaque colonne 
et de chaque diagonale ont la même somme.  
Dans le carré magique ci-contre, quelle est la valeur de 𝑥 ? 

 

6. 
 Combien existe-t-il d’entiers naturels non nuls 𝑛 strictement inférieurs à 

1 000 tels qu’il existe deux nombres premiers 𝑝 et 𝑞 distincts tels que  
𝑛 = 𝑝ଶ𝑞ଶ ? 

 

7. 

 

Un prisme en bois à base rectangulaire (figure ci-contre) mesure 
3 × 5 × 12. Le prisme est coupé en deux par une coupe verticale qui passe 
par quatre sommets. Cette coupe crée deux prismes symétriques à base 
triangulaire. 
Quelle est l'aire totale de l'un de ces prismes à base triangulaire ? 

 

8. 
 Soit 𝑟, 𝑠 et 𝑡 des entiers strictement positifs tels que 𝑟 × 𝑠 × 𝑡 = 1 230. 

Quelle est la plus petite valeur de 𝑟 + 𝑠 + 𝑡 ? 
 

9. 

 

Dans la figure ci-contre, (𝑃𝑄) est perpendiculaire à (𝑄𝑅), (𝑄𝑅) est 
perpendiculaire à (𝑅𝑆) et (𝑅𝑆) est perpendiculaire à (𝑇𝑆). On sait de plus 
que 𝑃𝑄 = 4, 𝑄𝑅 = 𝑅𝑆 = 8, 𝑆𝑇 = 3. 
Quelle est la distance 𝑃𝑇 ? 

 

10.  

 

Un disque ayant une aire égale à 36π a été découpé en quarts et trois de 
ces quarts sont placés comme dans la figure ci-contre. 
Quel est le périmètre de cette figure ? 
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Solutions 
Question 1 
2 est le chiffre des unités de 𝑅 + 𝑅, ce qui limite les possibilités à 𝑅 = 1 ou 𝑅 = 6. Le chiffre des unités de la somme 
𝑄 + 𝑄 ne peut être impair, sauf si c’est la retenue. Donc 𝑅 = 6. De ce fait, le chiffre des unités de la somme 𝑄 + 𝑄 
est 0. Donc 𝑄 = 0 ou 𝑄 = 5. Il ne peut y avoir de chiffre des milliers non nul pour cette somme que si 𝑃 est ajouté à 
une retenue. Donc 𝑄 = 5 et 𝑃 = 9. Enfin, 𝑃 + 𝑄 + 𝑅 = 20 
 

Question 2 
L’angle 𝑈𝑆𝑉෣ mesure 45°, puisque 𝑄𝑅𝑆 est rectangle isocèle. Les angles 𝑆𝑈𝑉෣𝑒𝑡 𝑆𝑉𝑈෣ sont chacun opposé par le 
sommet à deux angles de même mesure, donc ils ont même mesure et le triangle 𝑈𝑆𝑉 est isocèle de sommet 
principal 𝑆. On a donc 𝑦 =

ଵ଼଴

ଶ
 . 𝑦 = 67,5. 

  

Question 3 
Appelons M et N les milieux respectifs de [PQ] et [PS]Les droites (OM) et (ON) sont 
les médiatrices de [PQ] et [PS]. L’aire du quadrilatère OWPV se décompose en celles 
des deux triangles OWP et OVP. Ces deux triangles ont pour « base » 𝑎 et pour 
hauteur associée respectivement 2 et 1. L’aire du quadrilatère OWPV est donc ଷ

ଶ
𝑎. 

L’aire du quadrilatère OTRU est la même et donc la zone ombrée a pour aire 3𝑎. 
L’aire du rectangle est 8. On cherche donc 𝑎 tel que 3𝑎 =

ଵ

଼
× 8 et donc 𝑎 =

ଵ

ଷ
.  

 

Question 4 
Le mode est la valeur de la série la plus représentée. Donc le mode de la série est 𝑥, qui sera ainsi présent deux fois. 
Si 𝑥 = 16, toutes les autres valeurs lui étant inférieures, il ne peut être la moyenne, de même pour 9, qui est la plus 
petite valeur, donc inférieure à la moyenne. Il reste à examiner 11 et 12. Avec 𝑥 = 11, la moyenne est ହଽ

ହ
 et pas 11. 

Avec 𝑥 = 12, la moyenne est 12… et c’est aussi la médiane de la série 9, 11, 12, 12, 16. 
 

Question 5 
La deuxième rangée fournit la « constante » du carré magique, 9. On complète la première 
colonne avec 3,1 , puis la deuxième diagonale avec 2,9, la première rangée avec 3,8. Finalement, 
dans la deuxième colonne, 𝑥 = 2,2. Voici le tableau reconstitué :  
 

Question 6 
Le produit de deux carrés est un carré. On cherche les entiers dont le carré est inférieur à 1 000. Ce sont les entiers 
inférieurs ou égaux à 31. Parmi les entiers inférieurs ou égaux à 31, ceux qui sont le produit de deux nombres 
premiers distincts sont : 2 × 3 = 6, 2 × 5 = 10, 2 × 7 = 14, 2 × 11 = 22, 2 × 13 = 26, 3 × 5 = 15, 3 × 7 = 21 
On a donc 7 entiers répondant à la contrainte. 
 

Question 7 
Le rectangle produit par la coupe a pour largeur 3 et pour longueur l’hypoténuse d’un triangle rectangle de côtés 5 
et 12. Sa longueur est donc 13.  
L’aire totale se décompose en l’aire de ce rectangle, 39, l’aire d’un rectangle de côtés 12 et 3, 36, l’aire d’un 
rectangle de côtés 5 et 3, 15 et l’aire totale de deux triangles rectangles de côtés 5 et 12, 60. Cette aire totale est 
donc 150. 
 

Question 8 
La décomposition de 1 230 en produit de facteurs premiers est : 1 230 =
2 × 3 × 5 × 41. Pour répondre à la question posée, on peut prendre pour 
𝑟, 𝑠 ou 𝑡 le produit de deux de ces quatre facteurs, les deux autres lettres 
désignant les autres facteurs. La plus petite valeur de 𝑟 + 𝑠 + 𝑡 est 52.   
 

Question 9 
(PQ) et (ST) se coupent en U. Le quadrilatère RSUQ a trois angles droits, donc 
quatre, et le triangle PTU est rectangle en U. Les côtés de l’angle droit de ce triangle 
mesurent : 𝑈𝑇 = 𝑈𝑆 − 𝑆𝑇 = 5 et 𝑃𝑈 = 𝑃𝑄 + 𝑄𝑈 = 12. Et donc, d’après le théorème de 
Pythagore, 𝑃𝑇 = 13.  
 

Question 10 
Le rayon du cercle initial, d’aire 36𝜋, est 6. Le périmètre de la figure est constitué de trois quarts de 

cercle et deux rayons. Il mesure donc 𝑝 =
ଷ

ସ
× 2𝜋 × 6 + 2 × 6 = 9𝜋 + 12.  

2,3 3,8 2,9 

3,6 3 2,4 

3,1 2,2 3,7 

𝑟 𝑠 𝑡 𝑟 + 𝑠 + 𝑡 
6 5 41 52 

10 3 41 54 
82 3 5 90 
15 2 41 58 

123 2 5 130 
205 2 3 210 


