Pépiniére de mathématiques février 2011 — Eléments de solution

Théme 1 : algébre et théorie des nombres
Exercice 1
I 1
2

. - o ) 1 1
a. Nécessairement I’un des nombres a’, b*, ¢ est inférieur ou égal 12 sinon — + F<
C

Si a est le plus petit (au sens large) des trois nombres, alors a® <12 donc a <3.
Comme de plus iz<l, on a en fait @ =3 et donc iz+i2=i.

a 4 c- 36

. : 36 _,, 72, . 2
On montre de méme que si b < ¢, alors ?<b <? d’ou 7<b" <14 etdonc b=3.

Onadonc a=b=3¢etc=6.

. 1 1 1 )
b. Remarques : d’aprés le a, —+—+—+— =1 donc n=4 est solution.
2° 27 20 2
n=1 est aussi solution, en prenant x, =1.
. 1 1 1 1 1 1
n =6 est solution car ?+2—2+?+3—2+3—2+6—2:
. . . 1 1 1 1
Si n>2, alors , pour tout i compris entre 1 et n, — <1 donc x, > 2 et comme l=—+—5+..+—,
i XX Xy
n
1< Z donc n>4.
. . . . 1 1 1
Si n est solution, alors n+3 est solution car si l=—+—+...+—  alors
XX, X,
1 1 1 1 1 . .
l=— 5 5 >+—+...+— . Donc, comme n=4 et n=6 sont solutions, il en est de
4x;  4x; 4x;] 4x;  x) X
méme de tous les entiers supérieurs ou €gaux a 4 et congrus a 0 ou a 1 modulo 3.
I1 ne reste plus qu’a étudier les entiers congrus a 2 modulo 3.
n=>5 n’est pas solution car si on suppose que les nombres x,, x,, ..., x, sont rangés dans I’ordre
n n x; X
croissant, alors — <1< — d’ou L <1<~ etdonc, pour n=35, xf < Setdonc x, =2 (car pour tout
X X n n

n

i compris entre 1 et n, x, > 2). En reprenant le raisonnement pour x,, x,, x, et x;, on obtient :

izél—léiz ce qui donne xfgﬁgxﬁ dou x,=2.
4 x 3

Xs 2

%gl—l—lgiz ce qui donne ... x; =2 ; %<l<% ce qui donne ... x, =2 etdonc x, =0, ce
4 4 x X 4 x

Xs 3 5 4

qui est impossible.

11 1 111

1
Par contre, n =8 estsolutioncar —+—+—+—+—+—+—+—=
2 2% 2% 3 3 90 9 1§

Finalement tous les entiers naturels autres que 2, 3 et 5 sont solutions.
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Exercice 2
a. Par récurrence, pour =0, Iégalité (E,) : xp +x +.. 4 = (x, +x +...+x,) sécrit x3 =(x,)"
0(0+1 I(1+1
On a donc x, =0=(T) ou x, :1=¥.

m(m+1)

Si pour un entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que x,+x, +...+x, = , alors

comme x,, =0 ou X =X, =2(x,+x+..+x,) , on a x, -x,=m(m+l) soit
(%, +m)(x,,, —(m+1))=0 donc x,,, =—m ou x,, =m+1.

L m(m—l) (m+1)(m+2)
On en déduit que x,+x +...+x, +x , == ou x,+x +..+x,+x, =—"———>= ctla

propriété est encore vraie au rang n+1.
b. Si, pour tout entier naturel non nul n, S, =17 +2” +...+n”est un carr¢ alors pour n=2 et donc il

existe un entier a tel que 2”+1=a’ soit 2” =(a—1)(a+1). Par conséquent a—1 et a+1 sont des

puissances de 2. En fait la seule possibilité est a =3 = p.

(n+1)Y
n(n
c. OrsS, ;= (TJ . Donc le seul entier p qui convient est 3.

Exercice 3
Soit n le nombre de chiffres de x en écriture décimale et p(x) le produit de ses chiffres.

o sin=l1, p(x) = x et x doit étre solution de x* —10x—22=0 qui n'a pas de solution entiére.

e sin=2, x>10 et p(x)<8l.

Comme x° —10x—22 = p(x) , ona x’—10x-103< 0. Comme de plus x>10, les seules possibilités pour
x sont 10, 11, 12, 13, 14, 15 et 16. On peut alors écrire x=10+y ou 0< y<6. Alors p(x)=y soit
(10+y)2 —10(10+y)—-22=y c’est-a-dire y*+9y—22=0 ce qui donne y=2 et x=12.

e si n >3, alors montrons qu'il ne peut y avoir de solution.

On sait que p(x)<9" et x>10"".

Donc x* —10x—22— p(x) = x(x—10)— p(x) >10"" (10" =10)-9" —22
Dol x* —10x-22- p(x)>10"" (10" =10)-10" =22 =10"" (10" = 20)-22 > 100(100 - 20) - 22> 0

Finalement la seule solution est x =12.

Exercice 4

a. 50" <7”<50"" < nln50< pln7<(n+1)ln50 = n<p In7 <n+l.

In5

Comme In7 <% (car 7? <50), I, >2 et comme In7

In50 In5
b. Si, pour tout entier n, I, =2, alors comme 50° <7' <7°<50" et 50' <7’ <7*<50°, on aurait, pour

>%(car 7 >50), 1, <3.

tout entier n, 50" <7°""' <7 <50"". En particulier [4—9) <7. Ceci est impossible car

Pépiniére CG février 2011. Eléments de solution Page 2



Il existe donc au moins un entier n, tel que 7, =3. Il existe alors un entier p tel que

¥ 1 , , .
50" <77 <77 <772 <50"" . En élevant tout au carré on a aussi :
2 2ny+2 .. .
5070 <7< TP <R <7 <507 ce qui implique que 1, +1,

I

=5 dou £,, =3 ou

ny+l

=3. Dans les deux c as, il existe un entier » strictement supérieur a n, tel que /, =3.

2ny+1

Exercice 5

1. a) Si le produit des ¢léments de chaque ligne est inférieur ou égal a 71, en effectuant le produit des 9
éléments du tableau on obtient 9!< 717, ce qui est faux. Donc il existe au moins une ligne dont le
produit des éléments est supérieur ou égal a 72.

b) Un exemple :
1 8 |9
2 |5 17
3 1416

2. Supposons que le produit des éléments de chaque ligne et de chaque colonne soit inférieur ou égal
a 89 et notons P le plus grand produit des ¢léments d'une ligne ou d'une colonne. On a P < 89 et,
d'aprés 1) a), P> 72

D'autre part, en multipliant trois entiers distincts compris entre 1 et 9 on ne peut obtenir que trois
entiers compris entre 72 et 89 : 72, 80 et 84.

Si P =72, en supposant que P est le produit des éléments d'une ligne, a I'ordre pres des lignes et a
l'ordre pres des éléments d'une ligne, il n'y a qu'un tableau possible :

1 8 19
2 |5 17
3 |4 16

déjavuen 1) b).

On peut alors remarquer que, si, dans une colonne, 9 est associé a 2, dans une autre, 8 est associé a
5 ou 7. Dans tous les cas il existe une colonne dont le produit des éléments est supérieur a P. D'ou
une contradiction.

De méme, Si P =80, il n'y a qu'un tableau possible :

2 |5 |8
1 719
3 |4 ]6

Et il existe une colonne dont le
produit des €léments est supérieur a P.

Theéme 2 : géométrie et calcul
Exercice 1

u+v u-—v u+v u-v .o T .
+ et v= T puis d'appliquer I'inégalité triangulaire.

a. [l suffit de d'utiliser u =

b. On pose S=|u1|+|u2|+|u3|+|u4|.
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En appliquant deux fois le résultat précédent on a tout de suite S < |u1 + u2| + |u1 —u, | + |u3 + u4| + |u3 —u4| :

Or, d’apres le a,

y =ty |+ |ty =10, | < oy — vy + vy =+ o, =10y — vy 4y

d'ou [u, — |+ oty =10, | < Jot, + 1ty = (10, + )|+ o, + 0, = (10, +15 )|

d'on uy =y |+ [y — | oay + vy |+ |y + 00| [y + 10|+ |y + 1y

En ajoutant [u, +u,|+|u; +u,| a chaque membre de I’inégalité on obtient le résultat demandé..

Exercice 2
a. La condition z z,=1 impose z #0 et s’écrit z,=—. La condition |zl—zz|:2 s’écrit alors
4
|2, —1||z, +1| = 2|z| soit AM,xBM, =20M, si O est I’origine du repére.
Or la propriet¢é de la médiane donne, puisque O est le milieu de [AB]:

AM,? + BM,’ =20M,’ +%AB2 =2(OM;” +1).

AM, xBM, =20M, AM.2 =2
On doit donc résoudre le systeme 5 5 5 qui équivaut a 5 ! ,ou
AM/ +BM =2(OM;’ +1) BM,* = 20M,
BM,> =2 . o . ‘o .
5 , - La seconde solution revient a la premiére par symétrie de centre O. On ne travaille
AM” =20M,

. - AM, =2

donc que dans le deuxieéme cas, ¢’est-a-dire .
BM, =20M,
-1

On a alors BM, = l—1 = |Zl | _BM, :\/EzAM1 et |z1 —zz|=2 qui s’écrit AB=MM,. Les

z, |Z1| OM,

triangles ABM, et M,M B sont donc isométriques et distincts. La condition z, = — nécessitant d’avoir
Zl

M, et M, de part et d’autre de (AB), la seule configuration, hors cas particuliers (M, est sur la droite
(AB) et alors z =21 et z, =1+~/2) est celle dans laquelle les triangles ABM, et M,M,B sont
symétriques par rapport a la médiatrice de [BMI] et AM,BM, est un trapeze isocele avec
AM, =BM, =+/2, BM, =+20M, et AM, =+20M, .

b. A une similitude prés le quadrilatére PO,QO, a les mémes caractéristiques que le quadrilatere

AM,BM, . On peut donc écrire que PO,QO, est un trapeze isocele ayant deux cotés de longueur V2 et

deux diagonales de longueur 2.
(on peut vérifier que tout trapéze ayant ces caractéristiques peut étre obtenu comme au a. car un tel

trapeze est déterminé par la longueur de sa base et AM, :\/EOM2 =2|22|. Or|zz| peut étre choisi

arbitrairement)
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Le point I jouant le rdle du point O du a,
I’égalité¢  z, =ldu a devient (en utilisant les

Zl
modules et une similitude) 10, x10, =d*. On ‘

a de plus, a 2w pres, (en utilisant les arguments
et la méme similitude) (E,I—Ol) = —(ﬁ,ﬂ)

/
méme similitude) /> '
soit (IOI,IQ) = (IQ, 102) : ”

=

Réciproquement, soit M un point de la ligne de niveau d°de I’application f: M > MO, -MO, .
Les relations (MOI,MX) = (MX, MOZ) et MX = d définissent deux points P et Q. On considére

alors le plan complexe d’origine M dans le quel P a pour affixe d. Si o, et o0, désignent alors les

affixes respectives de O, et O,, on a donc 0,0, =d’. Comme de plus |01 —02| =2d, on en déduit,
en utilisant le a et une similitude de rapport d, que O,P =O2Q=\/§d c’est-a-dire Pe(C,) et
Qe(C,). Comme PQ=2d etM est le milieu de [PQ], M est bien un point du lieu de L.

Par conséquent le lieu de I est bien la ligne de niveau de I’application f:M = MO, -MO,

Exercice 3

Soit O le centre et r le rayon du cercle I'. L’aire S(ABC) est égale a 1’aire ¢ du quadrilatéere AB’OC’ privée de
I’aire s du secteur angulaire OB’C’ qui contient le point A’.
Ort= Aire(AOB')+Aire(AOC') =%rAB'+%rAC'.
Le cercle I' étant exinscrit dans 1’angle du triangle de sommet A, on a des angles droits aux points de
contact de I' avec les droites (BC), (CA) et (AB). Les triangles OB'A et OC'A sont isométriques
(triangles rectangles ayant deux cotés de méme longueur). On en déduit que le triangle AB'C' est isocele
en A. On montre de méme que les triangles BA'C' et CA'B' sont isoc¢les respectivement en B et C.
On en déduit que AB'=AC+CB'=AC+CA'et AC'=AB+BC'=AB+BA'
D’ou AB+AC'=AB+AC+CA'+CB'=AB+AC+BC=pett=rp.
De plus, avec des cotés perpendiculaires deux a deux,
ABC=C'OA'. De méme ACB=B'OA".

prt v? _(B+y)rt _(n—a)r’

Doil s =—+ 1=
2 2 2 2

Donc S(ABC) :%(Zpr—(n—a)rz) .

Comme de plus, (OA) est la bissectrice intérieure de

I’angle B/A\C, r:ptan% et:

S(ABC) = %pz [2tan%—(n—oc)tan2 %} :
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On pose x =% et f(x)= tanx+(x—gjtan2 x . Alors S(ABC) = pzf(%j.

fest dérivable sur {O;E[ et f'(x)= 13 (cosx(l +sin’ x)+(2x— m)sin x) = u(f) .
2 COS™ X cOs” X
u'(x)=cosx v(x) ou v(x)=3sinxcosx+2x—m. Alors v'(x) =3cos2x+2.
On peut tracer le tableau des variations suivant :
T
X 0 X, X, X, 5
v'(x)

v(x)

5 + 0 - -1
. / \ .
1 0
u(x) \6\ <0/

/) 0/' ’

On en déduit que f'admet un maximum en x, . On trouve en fait x; ~33°donc o ~ 66°.
Exercice 4

a. On pose f(M)=MA’+MB’+MC’. Si G est le centre de gravité du triangle ABC, alors on montre
que f(M)=f(G)+3MG”.

3

2

AB’ +BC’ +CA’ =31(G) =3(f(0)-30G*) =9(R* - 0G”)

3

Alors AB” +BC’ +CA’ =%(f(A)+f(B)+f(C)) f(G)+E(AG2 +BG’ +CG?)

ot R désigne le rayon et O le centre du cercle (C). AB* +BC” +CA” est donc maximale quand O et G sont
confondus, c’est-a-dire ABC est équilatéral.

b. Soit G le centre de gravité du quadrilatére ABCD et soit f(M)=MA”+MB* + MC’ + MD’

On montre comme au a que f (M) = f(G)+4MG” et

AB’ + AC’ +AD’ +BC” + BD’ +CD’ =4£(G) =16(R* -0G?)

ou R désigne le rayon et O le centre du cercle (C).

AB?> + AC* + AD’ + BC’ + BD? +CD’ est donc maximale lorsque O et G sont confondus.

Par associativité du barycentre, si I et J désignent les milieux respectifs de [AB] et [CD], alors O appartient
a la droite (IJ) qui est alors la médiatrice commune de [AB] et [CD]. On en déduit que les droites (AB) et
(CD) sont paralleles. On montre de méme que les droites (AD) et (BC) sont paralléles. Comme de plus O

est équidistant des points A, B, C et D, on peut affirmer alors que le quadrilatére ABCD est un rectangle.
La réciproque est immédiate.
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Exercice 5
On suppose ABC isocele en A et on appelle H le pied de la hauteur issue de A et x la distance OI.

Il y a plusieurs cas de figures selon la disposition relative des points O, I et H : soit O est entre I et A, soit |
et H sont entre O et A, soit [ est entre O et A et H lui, n'est pas entre O et A.

Supposons O entre I et A. En notant u la mesure de l'angle

r X+r

B/AE) on a tout de suite sinu = et sin (SE-}\C = )
R+x R

Or, comme les triangles ABC et OBC sont isoceles
respectivement en A et O, OBC=ABC-u et

24 ou 6]3\C=§—2u.

ABC=

x+r .
On a donc cos2u = et, comme cos2u =1—-2sin’u,

2
. : +
x est solution de I’équation GILAN P, ]
R R+x

Cette équation s’écrit aussi : x* +x” (r+R)+xR(2r—R)+ R(rR +2r° —R? ) .
En constatant que 7R +2r> — R’ = (r + R)(Zr -R ) , on peut écrire aussi I’équation :

x*(x+r+R)+R(2r—R)(x+r+R)=0 soit (x+r+R)(x2 +R(2r—R))=O.

Comme x >0, on obtient bien OI = x =/R(R-2r).

Les 2 autres cas donnent la méme équation, x étant changé en —x. Comme x<R, la solution
—-x= —(r + R) est impossible et donc on retrouve Ol =x =,/R (R - 2r) .

Exercice 6

D’aprés le théoreme de Pythagore,

BL? = PB* —PI} CL? =PC? —PI}
CM? =PC?*-PM? et {AM?=PA?’-PM*.
AN’ = PA? - PN? BN? = PB? - PN*

En additionnant ces égalités 3 par 3, on constate
que BL’+CM’+AN’ =CL’+AM’ +BN”.

Dot BI2 +CM? + AN? = %((BLz +CL7)+(CM? + AM? ) + (AN +BN2)).

Soit a un réel positif et f la fonction définie par f(x)=x"+(a —x)2 =2x"—2ax+a’.
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La fonction f admet un minimum en x = %. Les quantités BL’ + CL?, CM”> + AM* et AN” + BN?

sont donc minimales lorsque L, M et N sont respectivement les milieux des segments [BC], [CA] et
[AB], c’est-a-dire lorsque P est le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC.

Théme 3 : équations
Exercice 1
. ) D . . n n .
e Sin=1,’équation s’écrit cosx—sinx =1 soit cos[x +Zj = COs (—j soit x=2km ou

x= —g +2kn (k décrivant Z).

e Sin=2,’équation s’écrit cos’ x—sin’ x =1. Comme cos’ x+sin’ x =1, on obtient cosx=1 ou
cosx=-1 etsinx=0,soit x=£km.

n+l n

e Si n>3,on utilise le résultat suivant : si 0 < x <1, alors x"" <x".
. . N n 2 . n . 2
Supposons 0 < |cos x| <1. Alors 0< |s1n x| <1 d’ou |cos x| < |cos x| et |s1n x| < |sm x| .
n . n n . n 2 . 2
On a donc cos” x—sin” x < |cos x| +|sm x| < |cos x| +|s1n x|
2 . 2 2 )
Or |cosx| +|s1nx| =cos  x+sin" x=1.
Donc cos” x—sin” x <1et I'équation proposée n'a pas de solutions.
Si n > 3, I'équation ne peut admettre des solutions que si |cos x| =0ou |cos x| =1.
Si cosx =0 alors sinx=1 ou sinx =-1.
Si sinx =1, I’équation s’écrit —(1)" =1, ce qui est impossible.
Si sinx =—1, I’équation s’écrit —(—1)" =1, ce qui n’est possible que si # est impair.
Si cosx =1 alors sinx =0 et I'équation est effectivement vérifiée pour tout entier 7.
Si cosx =—1 alors sin x = 0et I'équation s'écrit (—1)" =1 et elle n'est vérifiée que si n est pair
Finalement il y a 3 sortes de solutions :

o : . T
e nestimpairet cosx=0 et sinx=-1 soit x=—5+2kn, keZ

e nestpairet cosx=—letsinx=0 soit x=n+2kn, keZ
e nestquelconqueet cosx=1 et sinx=0 soit x=2km, keZ
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Donc si n >3, les solutions de 1'équation proposée sont

si m est pair : x=km, keZet si n est impair x=2kmn, keZou x:—g+2kn, k eZ (en fait on peut

vérifier, voir plus haut, que c'est vrai aussi pour n=1 et n=2)

Exercice 2

Soit /" la fonction définie par f(x) = (x—n)3 +(x—n +1)3 ot x —(x+1)3 —...—(ern)3 .
On a alors, pour tout entier k compris entre 1 et n, (x—k)3 —(x+ k)3 =—6xk—k’.
doit f(x)=x"=6x*(1+2+..4n)—(I’+2 +..+n")
2
soit f(x)=x"=3x’n(n +1)—(@] On en déduit que f'(x) =3x> —6xn(n+1).

Donc f'(x)>0 équivauta x(x—2n(n+1))>0.

On en déduit le tableau de variations de /" suivant :

X - 0 2n(n+1) +o0

f'(x) + 0 - 0 +
f(O) + 0
fx
W T o 1))/'

Or f(0)= —2(13 +20+.+ n3) donc f(0)<0 . On en déduit I’existence d’un unique nombre réel x, tel

que f(x,)=0etx, >n(n+1).

. o ; 5 n(n+1) ’
De plus, en utilisant I’égalité f(x)=x"-3x’n(n+1)- —— | on peut constater que :

. f(3n(n+1))=—[@j donc f(3n(n+1))<0

. f(3n(n+1)+1)=%n2(n+1)2—6n(n+1)+1 et on peut montrer que f(3n(n+1)+1)>0.

On en déduit que 3n(n+1)<x, <3n(n+1)+1. Ce ne peut étre un entier.

Il n’existe donc pas 2n+1entiers naturels consécutifs a,, q,, ...., a,, rangés dans I’ordre croissant et
o] 3 3 3 3 3 3
vérifiant : a; +a, +...4+a, =a,, +a,,+..+a,,.

Exercice 3

La somme x*+x° +x* + x +1s’annule pour les racines cinquiémes de I’unité qu’on va noter 1, o, o’, ®’,

.2m
1

o' enposant m=¢ ° .
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On a donc P(l)+wQ(1)+w’R(1)=0 (1)
P()+o’0(1)+0*R(1)=0  (2)
P(1)+0’O(1)+0R(1)=0 (3)

P(1)+o'O(1)+o’R(1)=0  (4)
En ajoutant membre & membre ces égalités, on obtient 4P(1)—Q(1)—-R(1)=0
En considérant la combinaison wx(1)+®’ x(2)+ o’ x(3)+* x(4), on obtient —P(1)-Q(1)—R(1)=0.
On en déduit que P(1)=0.

Exercice 4

L’égalité¢ f(a+b,c)+ f(b+c,a)+ f(c+a,b)=0 donne, en prenant a=b=c, f(2a,a)=0 pour tout
réel a. Le polynome f est donc factorisable par x—2y, c’est-a-dire, il existe un polynéome g tel que
f(x,¥)=(x-2y)g(x,y). La condition (i) entraine que g est un polynéme homogéne de degré n—1.

La condition (iii) donne de plus g(1,0)= f(1,0)=1.

On va montrer que si x+y=1 alors f(x,y)=(x-2y). On pose z=x-2y=3x-2 et
f(x1-x)=P(x-2(1-x))=P(3x-2) = P(2).

En appliquant (i1) a a = b_E et ¢ =1-x, on obtient f(x 1- x)+f(1—§ %}rf(l_%’%}:o

. 3x-2 z
soit P(z):f(x,l—x):—Zf(l—%,%j:—2P£1—§—2§):—ZP(— x2 j:-zp(—aj .

On déduit que pour tout entier £, P(22k)=22k. L’unique polyndme satisfaisant cette condition est

P(z)=z.Onadoncbien f(x,y)=(x-2y) si x+y=1.

Si x+y #0, alors, comme * =1,f(x,y)=(x+y)"f[ x 7 j=(x+y)"1(x—2y)
X+y x+y x+y x+y

Par continuité de £, on a, pour tous réels x et y, f(x, y) = (x + y)rh1 (x - 2y) .

Exercice 5
Etude préliminaire : appelons a, b, ¢ et d les quatre premiers ¢léments d’une telle suite. On a:
ab , ab ) . . o ab
c= , puis d = . Une récurrence est possible, qui conduit a X, =
2a—-b 3a-2b (n—l)a—(n—2)b
10

pour le terme de rang n. Ce résultat permet de trouver b avec a et X,,, puis X5 =

1007
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Exercice 6
On peut commencer par essayer de déterminer les variations du polynome P. On dresse le tableau suivant, dans
lequel on a tenu compte du fait que si un polynoéme de degré 4 a quatre racines son polyndme dérivé en a trois :

x 0 1
P’’(x) positif 0 négatif 0 positif
P’(x) Croissant | décroissant _'2 Croissant
Passe du négatif b passe du positif P Passe du négatif
au positif au négatif au positif
P(x)
M
i \ " ,

Il ressort de cette premiére étude que 0 < p < 2 est une condition nécessaire pour que le polyndme P ait quatre
racines.

Continuer dans cette voie (I’étude des variations) est possible, mais dans un cas comme celui-ci, il faut penser aux
relations entre les coefficients et les racines d’un polynome. En particulier, si P a quatre racines, notées a, b, ¢, d

telles que a<b<c<d, il sécrit P(x)=(x—a)(x—b)(x—c)(x—d), d’ou il ressort que
a+b+c+d=2 (a+b+c+d)2:4

. On a donc
etab+bc+cd +da+ac+cd =0 etab+bc+cd +da+ac+cd =0

at+b*+ct+d* =4, ce qui interdit & toute racine d’étre supérieure a 2.

Finalement

Exercice 7

Les nombres a et b sont des racines de 1’équation polynomiale x* —90x” + x + 2004 = 0, les nombres c et d sont

des racines de x* —90x° —x +2004 = 0. On remarque que si un nombre est solution de la premiére équation, son

opposé est solution de la seconde. Mais les deux équations n’ont pas de solution commune (la seule envisageable est
0, mais elle ne convient pas). Les solutions de la premiére équation sont donc a, b, —c, —d. Leur produit est 2 004
(cela peut se trouver méme sans connaitre les relations entre les coefficients et les racines. D’ou le résultat.
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Pépiniére de mathématiques février 2011 — Eléments de solution (2)

Théme 4 : géométrie des transformations
Exercice 1

L’homothétie 4 de centre M qui transforme E en B transforme aussi L en C
(parallélisme). L image de D par /4 appartient a la droite (MD) et a la parallele a
(LD) passant par C. C’est donc le point F. La droite (MF) coupe (BC) en son

milieu N.Les parallélismes fournissent les égalités d’angles Aﬁ:@et

—

LBC =NCF. Les premiers cités dans chaque égalité sont eux aussi égaux. Le
triangle NCF est donc isocéle de sommet principal N. Et comme N est le milieu de
[BC] on en déduit que le triangle BFC est rectangle en F. Ce triangle étant I’image de
EDL par A, il s’ensuit que EDL est rectangle en D, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 2

Il existe une unique similitude (qui ici est une rotation) qui
transforme A en C et D en B. Appelons O son centre
(intersection des médiatrices de [AC] et [BD]). D’apres une
propriété des similitudes, les projetés orthogonaux de O sur
(AC), (BD), (AD) et (BC) sont alignés.

La méme transformation transforme aussi E en F. La droite
précédente passe aussi par le projeté orthogonal de O sur (EF).
Les autres sont déja cités.

Il s’ensuit que les projetés orthogonaux de O sur (PQ), (QR) et (RP) sont alignés. Cette propriété caractérise O
comme point du cercle circonscrit au triangle PQR (et la droite sur laquelle ils sont comme droite de Simson).

Exercice 3  Puissance d'un point par rapport a un cercle

Soit I un cercle de centre O et de rayon R, M un point quelconque du plan et D une droite passant par
M rencontrant le cercle I en A et B. On appelle A'le point de I" diamétralement opposé a A.

Remarquons tout d’abord que MO? =MO-, R?> =OA_.et que OA'=—OA Donc :

MO? - R? :(m+m).(m—m), ou encore MO? - R? :(WJrﬁ).(er@)

MO? - R?* =MAMA'. Or B est le projeté orthogonal de A’ sur (MA) (car le triangle AA’B est rectangle en
B et M est un point de (AB)). Donc  MA.MA' = MA.MB. En conclusion : | MA.MB = MO? — R?|.

Le produit scalaire MAMB ne dépend donc que de la distance MO et du rayon du cercle T'.
Remarque : Si la droite D est tangente au cercle T en T (alors A =B =T), ona: MT? =MO? - R%.
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1.

MA.MA' = MA.MB MAMA' = MA MB MA MB = MC.MD = MT?*=MO? - R?

On pose Pr(M) = MO* — R?

Pr(M) = 0 équivaut a MO = R. L’ensemble des points M tels que Pr(M) = 0 est le cercle I'.

Pr(M) <0 équivaut a MO < R. L’ensemble des points M tels que Pr(M) < 0 est le disque ouvert de
frontiere I'. L’ensemble des points M tels que Pr(M) > 0 est I’extérieur du disque fermé de frontiere I'.

Application : On considere un triangle ABC d’orthocentre
H ; Soit A’, B’ et C’ les pieds des hauteurs de ce triangle,
respectivement issues de A, B et C. &
Les triangles AB’B et AA’B sont rectangles respectivement
en B’ et A’. Ils sont donc inscriptibles dans le cercle de
diametre [AB]. Considérons la puissance du point H par
rapport a ce cercle :
Pr(H) = HAHA'=HB.HB' . Puisque H, B, B’ d’une part et H, ¥
A, A’ d’autre part sont alignés, on en déduit que :
HBxHB'=HAxHA".
De méme, les points A, A’, C, C’ appartiennent au cercle de diamétre [AC]
d’ou: HA x HA” =HC x HC".
En conclusion : HA x HA” = HB x HB’ = HC x HC’
Soit quatre points A, B, C et D, dont trois d'entre eux ne sont pas alignés et tels que (AB) et (CD) se
coupent en M.
D’aprés 1, si les points A, B, C, D sont cocycliques, on a MAMB =MCMD .
Réciprogquement : Supposons que MAMB=MCMD et que
les trois points A, B et C ne sont pas alignés. On peut donc
considérer le cercle I circonscrit au triangle ABC. Soit D’ le
deuxieme point d’intersection de la droite (CD) avec I'.
Alors MAMB = MCMD' . On en déduit que MCMD =MCMD'.
D’ou : M—C(W—W) =0 soit MCDD'=0

Si I’on suppose D # D’, alors : MC.DD'= 0= (MC) L (DD").
Ce qui est absurde puisque D et D’ sont deux points de (MC). Donc D =D’ et MA.MB = MC.MD

En conclusion : Soit quatre points A, B, C et D, dont trois d'entre eux ne sont pas alignés et tels que (AB)
et (CD) se coupent en M. A, B, C, D sont cocycliques si, et seulement si MAMB = MCMD .

Exercice 4 Inversion géométrique

1.

a) fIiM) est le point M’ de (OM) tel que OMOM' =k et ff{M)) est le point M’ de (OM’) tel que
OM'OM"=k . M’ et M”’ sont donc deux points de (OM) tels que OM.OM' = OM'.OM" .
D’ou O—M‘(O—M—O—M") = 0. Par un raisonnement analogue a celui de ’exercice 1 (question 3), on établit

que M = M”’. Donc, [pour tout point M de P* : AfAM)) = M.
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b) Les points invariants de f* sont les points M de P* tels que f{M) = M ce qui équivaut a OM’ =k.
Si k<0, fn’admet aucun point invariant.
Sik>0, OM =k < OM=vk.

L’ensemble des points invariants de f'est donc le cercle de centre O et de rayon Jk ‘

2. Soit O, A et B trois points alignés du plan deux et deux distincts. Construisons 1’image D de C par

I’inversion de pdle O qui transforme A en B.

Par définition de I’inversion de pdle O qui transforme A en
BetCenD, ona: OA.OB=0COD
Premier cas : Supposons que le point C n’appartienne pas a
la droite (OA). Les points A, B, C et D sont donc
cocycliques et D est le deuxiéme point d’intersection de
(OC) avec le cercle circonscrit au triangle ABC.
Deuxiéme cas : Si le point C appartient a la droite (OA)
(figure ci-contre), on construit tout d’abord I’image M’ d’un
point M n’appartenant pas a la droite (OA) a 1’aide du cercle
circonscrit au triangle ABM. I’image D du point C est alors
le deuxiéme point d’intersection de la droite (OC) avec le
cercle circonscrit au triangle CMM’.

3. Soit M et N deux points du plan, M’ et N’ leurs images par I’inversion f de

pole O et de rapport k. Exprimons la distance M’N’ en fonction de k&, MN,
OM et ON.

M'e(OM) [N'e(ON)
{O—M.W —k° {O—N.W —k
Premier cas : N n’appartient pas a la droite (OM). Alors les points M, M’, N,
N’ sont cocycliques et les triangles OMN et ON'M’ sont semblables car

.On en déduit que OM x OM’ = ON x ON’ = |&|.

NOM = N'OM ' (angles opposés par le sommet si k <0 ou communs si k > 0) k>0
et MNO = OMN'( si k <0, MNO et OM'N' interceptent le méme arc
d’extrémités M et N°, si k>0, ona MNO = 7—MNN', or MNN'= 7 - MMN'
car MNN' et MM'N' sont deux angles opposés du quadrilatére inscriptible
MNN’M’ etMNN'= 7 -OMN' .

OM MN ON
ON'_ MN _OM

.D’ou M'N’=MN><ON .Or ON‘=m.
oM ON

On en déduit que :

. . | k| MN
IMN'=———
Par conséquent OMxON
Deuxiéme cas : SiN est un point de (OM), M'N'=ON'-OM' = %——% (on considére ici les mesures
___ k(OM-ON) _i;vN
algébriques)soit M'N'== (_ — ) = _kMN_ d’ou M'N'= |k|—MN
OM x ON OM x ON OM x ON

Pépiniére CG février 2011. Eléments de solution Page 14



a) Image d’une droite : Soit A une droite ne passant pas par O
et H le projeté orthogonal de O sur A. Soit M un point de A
distinct de H. Démontrons que son image M’ par f appartient au
cercle de diametre [OH'] ou H' désigne I'image de H par f.

Puisque f(H)=H’ et f (M) = M’ et que M, H et H’ ne sont pas
alignés; les points M, M’, H et H’ sont cocycliques. Les deux
triangles H’M’M et H’HM sont donc inscrits dans un méme cercle

et, puisque HHM =%, [H’M] est un diametre de ce cercle. On en
déduit que HMM = % .
D’ott OMH' =%. M’ appartient donc au cercle de diamétre [OH’]. On a donc f(A) c T'.

Démontrons que f(A)=T".

On a vu que tout point image d’un point de A par f appartient a I'. Montrons que tout point de I est
image d’un point de A :

Soit N” un point du cercle de diamétre (OH’] distinct de O. Les droite (OM’) et A sont donc sécantes
(sinon (O'N’) serait perpendiculaire a (OH’) en O. Elle serait donc tangente au cercle de diametre [OH’],
ce qui est absurde puisque N’ est un point de ce cercle, distinct de O). Soit N le point d’intersection des
droites (ON’) et A. On sait que I’image de N par f appartient au cercle de diamétre [OH’] et a (ON)
donc N’ =f(N).

b) Image d’un cercle :

Soit I un cercle passant par le pdle d’inversion, K le point de I" diamétralement opposé a O, K’ = f(K) et
A la droite passant par K’ et perpendiculaire a (OK).

D’apres la question 4. a), on a f(A)=I" et, comme f est involutive, on en déduit que /' (I")=A.

Exercice 5 Théoréme de Ptolémée

Soit ABCD un quadrilatére convexe.

Supposons que ce quadrilatére soit inscriptible dans un cercle I'.
Considérons I’ inversion f'de pole A et de rapport 1. L’image par f
de I' est une droite. Donc trois points de I ont pour images trois
points alignés.

Puisque B ; C et D sont trois points de I" dans cet ordre , les points
B’, C’ et D’ sont alignés dans cet ordre. Donc : B’D’ =B’C’ +

CD’.

Or B'C':B—C, C'D':C—D et B'szﬁ'
ABxAC ACxAD ABxAD
D’ou BD BC CD

. = + .
ABxAD ABxAC ACxAD

En multipliant les deux membres par ABx ADx AC, on en déduit
que : BDxAC =BCxAD+CDxAB.

Réciproquement

Soit ABCD un quadrilatere convexe tel que BDxAC =BCx AD+CDxAB.

En divisant les deux membres de cette égalité par ABx ADx AC, on obtient :
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BD __BC ., (D
ABxAD ABxAC ACxAD

(1)

Considérons I’inversion f'de pdle A et de rapport 1, qui transforme B en B', C en C' et D en D'. On a donc

B'C':L, 'D':C—D et BD'= BD . En remplagant dans (1) _BC par B’C’, _Cb
ABxAC ACxAD ABxAD ABxAC ACxAD
par C’D’ et par B’D’, il vient : B’D’=B’C’ + C’D’.
ABxAD

Les points B', C' et D' sont donc alignés. Comme fest involutive, B, C et D sont les images par fde B’, C’
et D’. Ils appartiennent donc a 1’image par f de la droite A contenant B’, C’ et D’. Or f{(A) est un cercle

passant par A. Les points B, C et D appartiennent donc a ce cercle. On en déduit que le quadrilateére
ABCD est inscriptible.

Exercice 6 Une formule pour calculer des aires planes

1. Soit D la droite d’intersection des plans P et Py, A et B des points de D, C un point de P, C’ le projeté
orthogonal de C sur le plan Py et enfin H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

(a) Montrons que H est le projeté orthogonal de C’ sur la droite (AB).
La droite (CH) est orthogonale a (AB).

La droite (CC”) est orthogonale a toute droite contenue dans le plan Py donc (CC’) est orthogonale a
(AB).

A cC'
EAE; i ECH))} = (AB) L(CCH)= (AB) L(CH).

(b) Soit C, le pied de la hauteur issue de C’ dans le triangle CC’H.
(AB) est orthogonale au plan (CC’H) donc (AB) est
orthogonale a (C’C)).

(AB) L(C'CY)
(CH)L(C'CY)

contient les points A, B, C et H).

} = (C'C') LP (puisque P est le plan qui

n et C'C', sont donc colinéaires.

Puisque la droite (CC’) est orthogonale au plan Py de vecteur normal k, X et C'C sont colinéaires.

Le rapport de projection orthogonale de (CC’) sur C’C, est donc |cos V| et comme C, est le projeté

orthogonal de C’ sur (HC), C’C,=|cos y| x C’C.

Dans le plan (CC’H), CC'C’, =CHC (car (CC”) L(C’H), (C’C,) L (CH)) donc le rapport de projection
orthogonale de (CH) sur (C’H) est |cos Y|.

C’ est le projeté orthogonal de C sur (HC’) donc |[C’H = |cos 7] CH‘.

2 x aire (ABC) = CH x AB et 2 x aire (ABC’) = C’H x AB donc ‘S’ = |cos y| x S|.
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Theéme 5 : fonctions

Exercice 1
1. L’¢étude du signe de la fonction dérivée de f, conduit aux résultats suivants concernant les variations

de f, :
 est monotone croissante (et continue, bien stir) et 'image de [—l,l] est [OL -1,1- OL] )

<0, /.
-sia=>0, f ., suit le tableau de variation :

* _ e o
3 3
1. '( x) positif 0 négatif 0 positif
f(l (x) / 2a \/7 \ ‘ /
2 fa
3 3

Comparons \/: et 1: 81 1< \/: , C’est-a-dire si o >3, la fonction fa est monotone sur l’intervalle
3 3
[—1,1] et ’image de [—1,1] est [l -, — 1]
Sil> \/E , le maximum et le minimum relatifs de fa sont atteints en des réels de [—l, 1] . Il faut comparer
3

2_oc Letl-q.L’ inéquation |— o < ==

3 V3

200 % g gerit 2B’ +3B° —1>0en posant § = \/E . Mais
3 3

2B +3B% 1= 2(3 + 1)2 (ﬁ _lj et donc ce n’est que pour
2

o> 3 quel image de -1 1] differe de [1 o, 0 — 1] étant égale
[ \/a 5 \/7:|

3
2. On a vu que pour O = Z , ’image du segment [—1,1] est

44

3. On connait une condition nécessaire pour rendre

X +—=x
a

; b
X +—Xx

inférieur a 1 est |a| <4.
a

inférieur a — . Une condition nécessaire pour rendre ‘a ‘
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4. Si, pour tout x de [—1,1] , P(x) est dans [—1,1] , alors %(P(x) + P(—x)) I’est, et on est ramené au
probléme précédent.

Exercice 2
1. Si la fonction f, ne prend pas la valeur 0 sur [O, l] , comme elle est continue, elle a donc un signe constant.
Supposons qu’elle est strictement positive. Mais alors

3 O o R G O G U U

n

Ce qui ne se peut pas pour une somme de nombres strictement positifs.
2. Calculons

(o) f(x):cos[%”)j-(x+a)(cos(%"j-1j-cos(27”j+x[cos(%)-1j

2n
Flxta)-f(x)= —(a)(cos(—) - 1j
a
Ce dernier résultat est non nul si o n’est pas I’inverse d’un naturel.

Exercice 3
On commence par remarquer que f (n + 1) >1, puisque f ( f (n)) >0 . Etudions la fonction g définie sur N

par g(n)=f(n+1)—l.
On trouve successivement (en s’autorisant des calculs enchainés, ce qui n’est pas beau) :
g(n) :f(n+1)—1 > f(f(n))—l =f(g(n—1)+1)—1 =g(g(n—l))+1—1

Ce qui prouve que si la fonction f'est solution du probléme, la fonction g 1’est aussi.

On a en particulier g(n + 1) >1 et donc f(n + 2) —121, ou encore f(n + 2) =2 . On montrerait par
récurrence que pour tout & entier, f (n + k) >k . Ce qui conduita f (k) > k pour tout £.

De la on déduit que la fonction f'est croissante, car f(n + 1)> f(f(n)) Z f(n)

Cette derniére écriture, une fois qu’on a enregistré qu’elle prouve la croissance de f, montre aussi que pour tout
n: n+l>f(n)>n.

Il ne reste plus que I’identité, f (n) =n, qui convient.

Exercice 4 f(z) ng(l) ) f(o)
F)<sM+(£(H)-1(0)

que f (1) >f (2) . On peut alors faire un raisonnement par récurrence qui prouve que la suite des f (n) ,

Commengons par supposer f (O) > f (1) Il s’ensuit que , Ce qui prouve

définie sur N, est décroissante. Comme elle est minorée, elle converge.

Mais on a aussi, pour tout 7, f(n) —f(n + 1) Ef(n - 1) - f(n) , qui prouve que les écarts entre deux
termes consécutifs de cette suite sont croissants. Contradiction. IIs sont constants et nuls.

Lecas f (O) <f (1) se traite de la méme maniére en étudiant la suite des [ (—n) .
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Exercice 5
Voir éléments de solution Pépiniére décembre 2010

Exercice 6
. . , 7 3 : .
Considérons la fonction g définie sur O’E par g (x) =f|x+ E -f (x) Cette fonction est continue et

ne prend pas la valeur 0. Elle est donc de signe constant. Considérons qu’elle est positive.

3 6 9 1 4 7
Cette positivité se traduitpar 0 < f'| — |< f| —= |< f| —=|et f| —= |<[f| = |<[f| —=|<0
ette positivité se traduit par f(l()) f(l()) f(l()j f(l()j f(l()j f(l()j

Le théoreme des valeurs intermédiaires permet de localiser un zéro au moins de f chaque fois qu’il y a
changement de signe, donc cinq zéros, plus 0 et 1, soit 7.

Graphiquement, on cherche une fonction telle que, par

exemple f(x +%j - f(x) =1

Exercice 7Soit x un élément de Iintervalle [0,2[. Calculons f(x + 2) = f(xf(2))f(2) =0.Onen
déduit que les fonctions cherchées sont nulles sur [2, + oo[ .
Considérons des éléments x et y de [0, 2[. La condition f (xf ( y)) f ( y) = ( est équivalente a xf’ ( y) <2.

D’aprés I’égalité donnant le probléme, elle est aussi équivalente a f (x + y) =0, c’est-a-dire x <2—y.

On a donc =2 —y, qui définit la fonction /. Reste & montrer que cette fonction est bien solution du

2
f(»)

probléme.
Théme 6 : suites et arithmétique

Exercice S1
La suite (“n )n _y ost entierement définie par la donnée de uy, u; et la relation de récurrence :
Pour tout n entier naturel, u, +» = | uy + 1| — un

Calculons les premiers termes de cette suite en envisageant les différents cas de valeurs initiales.
Premier cas : up<0etu; <0

. Expression de u
Calculs Signe de u, presst "
en fonction de uy et u

wy=|u|—up=—ui—up

MQZO Ur=—U1— U
—u120et—up=>0
U3z3=UuUr— U

u320 u3=—2u1—u0
MZZOet—mZO
Ugsg=U3— U

us=>0 Us=—1U
u4=—2u1—u0+u1+u0=—u1
Us=Uyg4— U3

us<0 us=u1t+ ug
u5=—u1+2u1+uo=u1+uo
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U= — U5 — Us

u620 Ue = — Uy
Us=—U1— U+t UL =—Up
U7=uUg— Us —2up=>0et—u; =20

u7=—2up— U

u7=—u0—u1—u0=—2u0—u1 dOIlCM7ZO
us = U7 — Ug

ugZO Uug = —uUo— U
ug=—2uUp—uy tug==—uy— U
Ug = Ug — Uy

U <0 Ug = U
Ug=—Ug— Uy +2uy+u; = up
Uro = — Ug — Ug

up<0 Ujo = Ug
up=—uotuptu = u

Démontrons par récurrence que si ug < 0 et u; < 0, alors, pour tout entier naturel 7, u, + 9 = up,.

ug = ug et ujo = u; : La propriété est donc vérifiée pourn =0etn = 1.

Soit n un entier donné supérieur ou égal a 2. Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang 7.
Alors Upn+10~— |u,,+9| — Up+8§. Or Upr 9= Uy St U +8 = Uy 1. Donc Uy +10 = |u,,| —Up-1 d’ou Up+10 = Up+1.
La propriété est donc vérifiée au rang n + 1.

En conclusion : Pour tout entier naturel #, u,, + 9 = u,.

Deuxieme cas : up <0< u.

) Expression de u
Calculs Signe de u, presst "

en fonction de uy et u

Uy =UuUi1— U

Z/IQZO Ur=U1— U
ulzoet—uozo
Uz—Ur2— U]
ur,>0et—u; 20 usz;=>0 U3=— U
U3=U1—U)g— U1~ — U
Us=U3— U

us<0 Us=—1U,
Usg=—Ug— U1 T U =— U

Si0<—wug<wujalorsu;+uy=0
Us=—Us—U donc us > 0.
5 4 NS Us=1u1+
Us=u1+ up Si0O<wu;<—wupalorsu; +uy<0

donc us <0
a) 0<—uy<ujalorsus;=>0

) Expression de u, en fonction de u
Calculs Signe de u, P " 0

etu

U= U5 — Uy
Ue = U1+ ugt u; =2u; + ug

2u; = — 2ug donc
2ur +ug=>—up=>0

u6=2u1 +u0

U7 =uUe— Us

u; >0 U7 = Uy
u7=2u1+uo—u1—uo=u1
Ug = U7 — Ug u1+uy=>0donc

Ug = — Ui — Up

ug=up — 22Uy — Uy =— U1 — Uo —u1—up<0:ug<O.
Ug = —Ug — U7

uUg <0 Ug = Uy
U9 =uy t ug—up =g
Uo = —Ug — Ug

upp=0 U0 = U
Uio = —uo T uo T uy = u;

b) 0<u; <—upalorsus <0

| Calculs |Signe de u, | Expression de u, en fonction de u |
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etu
U= — U5 — Us
u620 Ue = — U
Ue=—U1— UpT U] =— Uy
— 2up > 2u; donc
U= uUe— Us
—2up—u1=2u;20 U7 =—2up— Uy
U7=—1Up— U] — Uy =— 2Up— U
M7ZO
Ug = U7 — Ug uq+uy<0donc b= — 1 — 1
8= — U] —Up
ug = —2up— U1+ Uy =— U1 — Uo —u1—up=20:ug=0.
Ug = Ug — U7
ug <0 Ug = Uy
Ug = — U1 — Uy + 2up+ u; = up
U0 = — Ug — Ug _
_ N up=0 Uio = U1
U =—uotuy+u =u

Les deux autres cas (u; < 0 <up, 0 <up et 0 <u; ) s’é¢tudient de fagon similaires (lorsque 0 < ug et 0 < u;, on
est amené a distinguer les sous cas 0 < up < u1< 2up, 0 <2 up< uy, 0 < uyp < up< 2uy, 0 <2 uiL up).

Dans tous les cas, on obtient ug = uy et u;p = u;. On établit ensuite par récurrence que, pour tout entier
naturel n, u, +9 = u,.

Exercice S2
u2n = un

Soit (u,), _, lasuite de nombres entiers définie par :u, =0 et, pour tout entier naturel 7, {et

Uppel = 1-u

1. Calcul de U1990.
1990 = 2 x 995 donc w1990 = uggs ; 995 = 497 x 2+1 donc uggs = 1 — ug97 €t 1990 = 1 — u497 .. On établit
ensuite que :

— — — — % A f— 3 f— . f— . — —
usor =1 —uoag=1—-wia=1-uey=1—-u31 d’o0 w990 =uzi puisuz1 =1 —uys; uis =1 —u7;u7=1—-uz = uy.
D’ou U990 = U1 = 1.

2. Nombre d’indices n, inférieurs ou égaux a 1990, tels que u, = 0.
(Pour tout entier naturel n, u,, =u, et u,,,; =1-u,)=> (Pour tout entier naturel n, u,,,, =1-u,,)

Donc, pour tout n, u,,,, +u, =1.

Montrons par récurrence que, pour tout # entier naturel u, €{0,1} :

u, =0 et u, =1donc la propriété est vraie aux rangs 0 et 1.

Soit n un entier naturel donné. Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang n.

Si n est pair, il existe un entier & tel que n = 2k.

Si u,, €{0,1} alors u,,,; =1-0 ou u,,,, =1-1 donc u,,, €{0,1}.

Si n est impair, il existe un entier & tel que n = 2k + 1. Alors u,,,, =u,,, or u,,, €{0,1}donc u,,, €{0,1}.

Conclusion : Pour tout entier naturel #, u, €{0,1} .

1990
Dans ces conditions la somme ) u, est égale au nombre d’indices n, inférieurs ou égaux a 1990, tels que
k=0
u,=1.
1990
Or D uy = (ug +uy )+ (uy +1u3 )+ ...+ (g5 + 1050 ) + tyon0 = 996 .
k=0 T T %{—J f
995

Il y a donc 995 d’indices n, inférieurs ou égaux a 1990, tels que u, = 1 et donc (1990 — 996 + 1) soit 995
d’indices n, inférieurs ou égaux a 1990, tels que u, = 0.
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3. Soit p un nombre entier naturel et N = (2° — 1)*. Calculons uy.
Sip=0,N=0et y,=0;sip=1,N=letuy=1;sip=2,N=3et u;=1-u,=0
(2P —1yP=2%-2""+ 1. Oor27 -2/ = ot lor Ty =2 (2P 24 L+ 24 0.

2p-1 p-2

D’ou : N = 1+ ) 2/ soit N=27"' % 2/+1. Comme, pour tout n, u,, =u,, on a, pour tout entier naturel m,
Jj=p+l j=0
g
N
p—2
Ugn = U, -

p=3
On en déduit que uy =1-uy .Or N, ,=2% 2/+1 donc uy =l-uy etuy=uy .
=0

g
Np—3
p=k
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k impair tel que 3<k<pettelque N, ,=> 2/, ona
J=0
Uy =ty -

Soit k& un entier impair tel que 3 < k£ < p. Il existe donc un entier k£~ tel que k= 2k"+1.
p—p-2k'-1 ) .
La propriété Py (uy =u, pour N, , = > 2’)estvraie pourk’ = 1.
j=0

Soit k un entier impair tel que 3 <k <p et k=2k’+1. Supposons que uy =u, .

p—k-1 p—k-2

N, =142 > 2/ =1+2[1+2 > 2/
Jj=0 j=0
—
Np—k—l Np—k—Z

Comme N, , =1+2N, , et N, =1+2N,  ,, On & uy =l-uy =l—(l—uNp+z) d’od uy =uy Ppi est
vraie.

p=k
Conclusion : pour tout entier k impair tel que 3<k<pettelque N, , = > 2/, alors u, =u N

j=0

Si p est impair avec k =p, on a uy =u, . Or N, =1. Donc si p est impair, uy =u, =1

Si p est pair, p — 1 est impair etaveck=p—1,0ona uy =u, . Or N, =3. Donc si p est pair, uy =u; =0.

1-(-1)"
D’ou : uNz—( ) !

Exercice S3

1. Sixe]o,[ et ye]o,I[,alors Vx €]0,1] et [y €]0,1] donc %(x+y)e]0,l[.

On peut donc montrer par récurrence que, pour tout entier n, u, € ]0, l[ .
1

Sionavait u,,, =./u, alors u, serait égal a u,>" et la suite convergerait vers 1.

Iei,ona u, , > inf(Jun N )

1

g

. 2! 2
On va montrer que si u, > u, alors u, >u,>" .

C’est vérifié pour n=0 etpour n=1.
1 1

03 ]

2 .
etu,, >u, alors :

Siu, >u,
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2[1+1 2[1+1 2p+1

. o . 1 5 | ;
e Sin est pair, il existe un entier p tel que n=2p etu, , > E(HO +u, soit u,,, > u,

’ \ . 2! .
c’est-a-dire u,,, > u, ;

o . O ¥
e Sin est impair, il existe un entier p tel que n=2p—1letu, 6 > E(uozp " ru | soit u,,, >u,

=

1

s A . 2l
c’est-a-dire u,,, > u,

n

On a alors, pour tout 1, u,>" <u, <1.Par encadrement, limu, =1.

n—0

Siu, <u,,alors u, ,—u, ,, etonestramené au cas précédent.

n+2

2. Onremarque que u,,,—U,,, =%(\/a+\/2—\/2—\/a) =%(\/ﬂ—\/ﬁ)

Lesignede u,,,—u, , estceluide u, , —u, ;. 2)

n+l

S’il existe un entier N tel que u,,, >u, et u,, >u, , alors, d’apres (2), u,,, >u,,, =>u, et, toujours

d’aprés (2), uy,; > u,,,. On peut ainsi montrer que la suite (u, ) est croissante.

\

Si la suite (un) n’est pas croissante a partir d’un certain rang, alors, pour tout entier n>1,
u,,, <sup(u,,u, ). Soit alors a=sup(u,,u, ). On montre alors par récurrence que, pour tout entier n,
u, <a<1, ce qui contredit le fait que la suite converge vers 1.

La suite (u,) est donc bien croissante a partir d’un certain rang.

Exercice A1

On remarque d’abord que :

a((a+d)—(b+c)) = a(a—c)+ad—ab = a(a—c)+bc—ab :(a—c)(a—b) , en utilisant (i1).

On en déduit que, dans (iii), k >m.

En combinant (ii) et (iii), on a alors a(Zk —a) = b(2’" —b) soit b* —a* =2" (b— 2"""(1) .

2" divise donc b —a® =(b—a)(b+a). Or b est impair donc 2b n’est pas divisible par 4, donc les deux

entiers positifs (d’apres (1)) b—a et b+a, dont la somme est 2b, ne peuvent étre tous les deux divisibles
par 4 . L’un des deux nombres est donc divisible par 2" et s’écrit n2"".

Comme O<b—a<b+a<b+c et b+c=2",onobtient 0<n2""' <2" d’ou n=1.

Onadonc h+a=2""oub—aq=2"" (e)

On peut alors affirmer que a et b sont premiers entre eux. Sinon tout diviseur premier p des deux diviserait
2", ce qui est impossible car a et b étant impairs, p est aussi impair.

D’autre part, b+c—2"" =2" —2"" =2"" Suivant le cas dans (e), ce nombre vaut c+a

Ou c—a. On en déduit de méme que a et ¢ sont premiers entre eux.

Or a divise bc donc a=1.

Exercice A2
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Si mn—1 divise n’+1, alors mn—1 divise m3n3+m3=(m3+1)+(m3n3—1). Comme mn—1 divise

m’n’ —1, cela implique que mn—1 divise m’ +1. Le probléme est donc symétrique en m et n et il suffit
d’étudier les deux cas m=n et m>n.

. n +1 1 . . .
Dans le premier cas, on a : — =t Ceci n’est un entier que si n=2.
n’— n-—
3
n
Dans le second cas, on remarque que P —1 (n) car n’ +1=1 (n) et mn—-1=-1 (n).
n +1

=kn-1.

Il existe donc un entier k tel que —

n —1

e Sin>1,alors m>1 et kn—1<n+L1 ce qui s’écrit aussi (k—l)n<%+l et implique k=1. On
n- n-
3

n 2
trouve alors m = =n+l+—
n(n—l) n—1

ce qui implique n=2, m=5oun=3, m=5.

e Si n=1, alors doit &tre un entier, d’ou m=2 ou m=3.

m—1

Finalement, on a neuf solutions : (2,2),(2,1),(3,1),(1,2),(13),(2.5).(3,5).(5,2).(5,3) .

Exercice A3

abc—1
(a-1)(b-1)(c-1)
1 N 1 N 1 N 1 N 1 N 1
a-1 b-1 c-1 (a-1)(b-1) (b-1)(c—-1) (c-1)(a-1)
On peut aussi remarquer que :
esil<a'<a,l<b'<betl<c'<c,alors R(a'b',c')>R(a,b,c)

On pose R (a,b, c)= et on remarque que :

R(a,b,c)=1+ d’ou R(a,b,c)>1.

e abc—1 est impair sauf si a, b et ¢ sont tous impairs et (a—1)(b—1)(c—1)est pair sauf si a, b et ¢

sont tous pairs. R(a,b,c) étant un entier cela implique que a, b et ¢ sont soit tous impairs, soit tous

pairs.
> Si a>4, alors 1< R(a,b.c)<R(4,6,8) . Or R(4,6,8)= 8L Dl 5 1<R(ab.c)<2,
3x5x7 105
ce qui est impossible pour un entier.
. 3x5x7-1 104
» Sia=3,alors 1< R(a,b,c)<R(3,57).0r R(3,5,7)= = ,donc 1< R(a,b,c)<3.
2x4x6 148
3bc—-1

Et donc, dans ce cas, 2=R(a,b,c)=R(3,b,c)= Cette équation s’écrit aussi

2(b-1)(c-1)"
(b—4)(c—4)=11. Comme 11 est premier et comme 1<a<b<c,ona b=5 et c=15.

e Sia=2,alors 1<R(a,b,c)<R(2,4,6).0r R(2,4,6):%:?—Z,donc 1<R(a,b,c)<4.
XX

Onadonc R(2,b,c)=2 ou R(2,b,¢)=3.

Dans le premier cas, ona 2bc—1=2(b—1)(c—1) qui est impossible pour des questions de parité.
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Dans le second cas, on a 2bc—1=3(b—1)(c—1) qui s’écrit aussi (b—3)(c—3)=5. Comme ( est
premier et comme 1<a<b<c,on ab=4 et c=8.
Finalement, il y a au maximum deux solutions au probleme : (3,5,15) et (2, 4,8). On vérifie qu’elles

conviennent bien.

Exercice A4

a. Il suffit de prouver que n* ne peut pas s’écrire comme la somme de n° —13 carrés parfaits.

Si n*=a’+a; +...+a:2_13. S’il existe un entier i, compris entre 1 et n> —13, tel que a, >4, alors, tous

les autres entiers étant supérieurs ou égaux a 1, n> >n’>—12+16 ce qui est impossible. Donc, pour tout

entier { compris entre 1 et n-13 , on a I1<a, <3 et on peut écrire

W=+ AP+ +2°+3+..+3%. On a alors p+g+r=n"—13 et p+4g+9r=n’. Ceci

p termes g termes r termes

implique 3¢g +8r =13, ce qui est impossible.
b. On montre que 13 est le plus petit entier n tel que S(n)=n’—14. En effet, les seuls carrés parfaits

strictement inférieurs a 169 qui sont la somme de deux carrés parfaits sont 25 et 100. On peut de plus
vérifier qu’ils ne peuvent pas s’écrire comme la somme de trois carrés parfaits.

De plus, pour montrer que S(13)=13*-14=155, il faut prouver que 169 peut s’écrire comme la
somme de k carrés parfaits pour tout entier k£ compris entre 1 et 155. Pour cela, on remarque que, pour
tout entier 7, (21*)2 =r>+r +7r> +r>. Ainsi, si n”est la somme de k carrés parfaits, dont (27*)2 , alors
n’ estla somme de k +3 carrés parfaits.

Comme 169 =8 +8>+4% +4° +3%, 169 est la somme de 2+ 3¢ carrés parfaits pour tout entier ¢ tel que
1<t <53. Par ailleurs, si on remplace 3° par 2°+2°+1°, le méme argument montre que 169 est la
somme de 1+3¢ carrés parfaits pour tout entier # tel que 2 <¢<56. De plus, de 169 =12 +4> +37, il
s’ensuit que est la somme de 3¢ carrés parfaits pour tout entier ¢ tel que 1<z <<51. Enfin, 169 est la
somme de quatre carrés parfaits car 169 =10> +8> +2° +1°.

¢. On va démontrer que si S(n)=n"—14, alors S(n)=4n>—-14. L’égalité (21/)2:r2+r2+r2+r2
implique que (211)2 peut s’écrire comme la somme de 1, 2, ..., 4n°—56 carrés parfaits, soit

S(2n) > 4n” —56 . Or 4n” peut s’écrire comme la somme de 3n° + & carrés parfaits avec 1 <k <n° —14 :
4’ =P +.. 4+ +n" soit 4n* = +..+ U +a +a; +...+a; .
3n® termes 3n? termes

Comme n>13, ona 4n” —56 >3n”, ce qui montre que S(2n) =4n" —14.
Exercice AS

Si n se décompose sous la forme 2°¢q, ou ¢ est un nombre impair, alors :
s s s q-1 s q-2 s
m”—lzmz‘]—l:(m2 —1)((m2) +(m2 ) tot+m’ +1).

On en déduit que 2 divise m" —1 < 2 divise m* —1. Comme on cherche le plus petit exposant z, on peut
supposer que n=2". On a alors deux cas :
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e Si m=1 (4), alors la représentation de m en base 2 est m =1...100...01, k étant I’exposant maximal tel que
k chiffres

m=1 (2). On a alors m*> —1=(m—1)(m+1) qui est divisible par 2" mais pas par 2*">. On démontre

par récurrence que 2°** est la plus grande puissance de 2 divisant m* —1.

e Si m=3 (4), alors la représentation de m en base 2 est m=1...011...1, k étant I’exposant maximal tel que
k chiffres

m=-1 (2"). En utilisant le méme argument de récurrence, on trouve que 2°* est la plus grande
puissance de 2 divisant m* —1.
Finalement, si k est I’invariant défini précédemment, le plus petit entier positif # tel que
27 si k<1989
1 sik>1989

21989

divise m" —1 est: n :{

Exercice A6

On raisonne par 1’absurde et on suppose qu’il existe un entier k tel que 0 <k <n—2 et kK’ +k+n ne soit
pas un nombre premier. Soit y le plus petit k tel que k* +k+n n’est pas premier. On a alors y > \/; et,

pour tout entier k tel que 0 <k < y—1, k> +k+n n’est pas premier.
Pour tout k tel que 0< k< y—1,0na (y2+y+n)—(k2+k+n)=(y—k)(y+k+1) avec
ISy-k<yety+1<y+k<2y.

On considére alors le plus petit diviseur premier de y*> + y +n que I’on note g.
On aalors ¢ <2ycar,si ¢ =>2y+1,alors y* +y+n>q’ 2(2y+1)2 >y*+y+n+3y+1 puisque y >\/§.

Ceci donnerait 3y +1<0, ce qui est impossible.
Or, si g <2y, alors il existe un entier ktel que 0 <k < y—1 et g=y—koug=y+k+1.O0n en déduit que
g divise kK> +k+n,dou kK> +k+n=gq.

Or y—k<n-l-k<k’+k+net y+k+1<n-2+k+1<k>+k+n,d oula contradiction.
—_— R
q q
Exercice A7

Soit p le plus petit nombre premier ne divisant pas n. On a alors @, =1, a, = p et a, =n—1.
On en déduit que a,—-a,=a,-a,=...=a,—a, ,=p-1
e Sin estimpair, alors a, =2 et p—1=1 donc la progression (ai) estenfait1,2,3, ..., n—1.
On en déduit que 7 est premier.
e Sinestpair, alors p>3.
Si p=3,alors p—1=2 etla progression (g,) esten fait 1,3, 5, ..., n—1.

Comme pour tout entier g impair et strictement inférieur a n, ¢ est premier avec n, n est une
puissance de 2.
Si p >3, alors n est un multiple de 3.

Par ailleurs a, =a,+(p—1)(k—1) d’oul’on tire n—1=1+(p—1)(k—1) Ainsi p—1 divise n—2.
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Alors tout nombre premier g divisant p—1 diviserait a la fois n—2 et n (car g < p). Il existe alors
un entier / tel que p—1=2' soit p=1+2'. L’entier p étant un nombre premier, / n’admet aucun
diviseur impair et p=1+2". On a alors a,=a,+2(p—1)=2p-1=2""+1 et 3 divise a,.

Comme 3 divise n, on a aune contradiction avec n et a, premiers entre eux.

Pépiniére CG février 2011. Eléments de solution Page 27



