
PAVAGES, D�ECOUPAGES ET COLORIAGES.

(Pierre Bornsztein, Octobre 2012.)

A travers quelques exercices, nous allons nous int�eresser �a des probl�emes de
pavages ou de d�ecoupages, ainsi qu'�a quelques techniques classiques utilis�ees
dans l'�etude de ce type de questions. En particulier, nous verrons qu'�a côt�e
d'arguments pr�evisibles (parit�e, aire...), l'utilisation de coloriages judicieux
permet parfois de r�esoudre certains d'entre eux.
Pr�ecisons une bonne fois que lorsque l'on pave une �gure �a l'aide de tuiles,
cela s'e�ectue sans chevauchement des tuiles, sans qu'une tuile ne d�eborde de
la �gure et sans laisser de partie de la �gure non recouverte par une tuile. De
plus, sauf pr�ecision contraire, les tuiles peuvent être tourn�ees ou retourn�ees.

Exercice 1. On consid�ere un �echiquier 8� 8. Est-il possible de recouvrir les
cases restantes par des dominos si
a) on a enlev�e une case de l'�echiquier?
b) on a enlev�e deux cases qui forment deux coins diagonalement oppos�es?
c) on a enlev�e deux cases de couleurs di��erentes?

Exercice 2. Un carr�e 100 � 100 est divis�e en 10:000 cases-unit�es par des
droites parall�eles �a ses côt�es. Sur une des cases est plac�e un jeton. Est-
il possible de paver l'ensemble des autres cases par des pi�eces en forme de
triangles isoc�eles rectangles d'hypot�enuse de longueur 2; de sorte que les
hypot�enuses soient sur le bord de cases et les autres côt�es des triangles sur
les diagonales des cases?

Exercice 3. Un rectangle R est pav�e par des tuiles rectangulaires, pas
forc�ement identiques, mais ayant chacune un côt�e de longueur enti�ere. Prou-
ver que le rectangle R a lui-même un côt�e de longueur enti�ere.

Exercice 4. On veut recouvrir un tableau 8� 8 par des trominos 1� 3:
1) Pourquoi faut-il qu'il y ait au moins une case non recouverte?
2) On se donne donc �egalement une carr�e 1� 1:
a) Prouver que, si l'on veut recouvrir le tableau �a l'aide du carr�e 1� 1 et de
trominos, alors il n'y a que quatre positions possibles pour le carr�e 1� 1.
b) Prouver que, pour chacune de ces quatre positions, le recouvrement est
e�ectivement r�ealisable.
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Exercice 5. Un tableau 9�9 a ses cases alternativement blanches et noires,
et 40 sont blanches. On enl�eve 9 cases blanches quelconques. Prouver que
l'ensemble form�e des 72 cases restantes ne peut être pav�e par 24 coins (un
coin est un carr�e 2� 2 dont on a enlev�e une case).

Exercice 6. Est-il possible de paver un rectangle 39� 55 par des rectangles
5� 11?

Exercice 7. Soient m;n > 0 des entiers. Prouver qu'un rectangle m � n

peut être pav�e par des pi�eces en forme de L si et seulement si mn est un
multiple de 8 (un L est form�e par deux dominos coll�es �a angle droit).

Exercice 8. On veut paver un rectangle 6 � 6 par des dominos. S'il existe
une droite qui traverse l'int�erieur du rectangle sans traverser l'int�erieur de
domino, on dit que pavage est cassable. Prouver que, quel que soit le pavage
choisi, celui-ci est cassable.

Exercice 9.Un octogone r�egulier convexe est pav�e par des parall�elogrammes.
Prouver que parmi ces parall�elogrammes, il y a au moins deux rectangles.

Exercice 10. On consid�ere deux carr�es A et B de mêmes dimensions, le
carr�e A ayant ses diagonales horizontales et verticales, alors que le carr�e B
a ses côt�es horizontaux et verticaux. Est-il possible de d�ecouper A en un
nombre �ni de morceaux puis, en translatant ind�ependamment chacun de
ces morceaux, de reformer le carr�e B?

Exercice 11. A l'aide de coups de ciseaux rectilignes, on d�ecoupe le triangle
T et son int�erieur en un nombre �ni de morceaux, puis on translate chacun de
ces morceaux �a l'aide d'une translation appropri�ee pour reformer exactement,
et sans chevauchement, le triangle T 0 et son int�erieur.
Prouver que cela pouvait se r�ealiser en utilisant la même translation pour
chaque morceau, c.�a.d. que T 0 est lui-même un translat�e de T:
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