Pépiniére académique de mathématiques

ACADEMIE . s

DCE: VERSAILLES Année 2024-2025 Stage « filé »
Liberté Classe de seconde Fiche numéro 1
i Parution lundi 18 novembre Retour attendu pour le lundi 30 décembre

Dans cette fiche, chaque énoncé d’exercice est précédé de quelques rappels constituant des outils pour traiter
I’exercice.

Exercice 1 — Calcul littéral
Propriété : pour tous réelsa et b :
(a + b)? = a? + 2ab + b?, (a—b)? =a®? —2ab + b?et(a+b)(a—b) = a? — b?
Cette propriété est trés utile aussi bien pour factoriser que pour développer.
On peut notamment faire des « factorisations forcées » pour se ramener a I'une de ces égalités pour
factoriser une expression.
Méthode : pour démontrer une égalité A = B, on peut, suivant les cas :
- montrerqueA—B =0
- montrerqueA=CetB=C
- transformer A pour arriver a B ou transformer B pour arriver a A.

1. Soit x et y deux réels quelconques, développer et réduire les expressions (x + y)3 et (x + y)*.
2. Soit a et b deux nombrestelsque b + 1etb # —1.

e . s xX—a —-a
a. Démontrer que si x et y sont définis par— = b eth = —balors xy = a?.

b. Onposem = % Montrer que (m — x)? = (m — y)? = (m — a)(m + a).
3. Soita et b deux nombresréelstelsquel +a #0etl1+ b # 0.
a. Montrer que siab = 1 alors =+ L o=

1+a 1+b
b. Laréciproque est-elle vraie ?

1. Pourtousréelsxety, (x +¥)3 = (x+y)(x +y)? = (x + y)(x? + 2xy + y?)
Soit (x +y)3 =x3+2x%y + xy? + yx? + 2xy? + y3 = x3 + 3x%y + 3xy? + y3.
De méme (x +y)*=(x+y)(x+y)3 = (x +y)(x3 + 3x%y + 3xy% + y3) soit, en développant et

regroupant
(x+y)* =x* +4x3y + 6x2y?% + 4xy3 + y*.
2. a. % = b équivautax —a = b(x + a) soit x(1 — b) = a(1 + b) c’est-a-dire, puisque b # 1, x = a(11_+bb)
et ﬁ = —b équivautay —a = —b(y + a) soit y(1 + b) = a(1 — b) c’est-a-dire, puisque b #= -1,y = a(%_bb)
A __a(1+b) _ a(1-b) _ 5 (1-b)(1+b) _

On en déduit xy = T Xy — @ (LA b)(1oD)

2 2 2 2 2
—x)2 = (XY _ = (ZXY) = (XY — )2 = (Y _ — (XY
b. (m x)_(z x)—(z)—(z)et(m y)_(z y)_(z)'

2 2 x+y)? 1.2 2 1.2 2
Et(m—a)(m+a) =m*—a 2(7) —xyzz(x +2xy+y)—xy=z(x + 2xy + y© — 4xy)

Soit(m —a)(m +a) = %(xz —2xy +y?) = (%)2

, b 1+b)+b(1 b+2
3. a. Pourtousréelsaetbtelsquel+a+0etl+b+ O,—a +—= ad+b)tb(1ta) _ atbtza .
1+a 1+b (1+a)(1+b) 1+a+b+ab
. b b+2
Doncsiab = 1 alors —— + — = 2272 _
1+a 1+b 1+a+b+1
L . . a b S . a+b+2ab
b. Réciproquement, si— +— =1 ce qui équivauta ————=1alorsa+b+2ab=1+4+a+b +ab
1+a 1+b 1+a+b+ab

soit, apres simplification, ab = 1.



Exercice 2 — Inégalités et opérations
Définition : on dit qu’un nombre a est inférieur ou égal a un nombre b lorsque b —a = 0.

Pour comparer deux nombres, on peut étudier le signe de leur différence ou appliquer I'un des théorémes
suivants.

Soit a, b, c et d des nombres réels
Théoremel:sia<balorsa+c<b+cetsia<betc<d alorsa+c<b+d.
(sia<balorsb—a > 0donc,commeb—a=(b+c)—(a+c),(b+c)—(a+c)=0
soit (b +¢) = (a +¢))

Théoreme 2 :

Sia<betc>=0alorsac < bc

Sia<betc<0alorsac = bc

Si0<a<bet0<c<dalorsac < bd.

Théoréme 3 :
Si0 <a<balors
Théoréme 4 :
Si0<a<balors0<+va<+b.

=>->0.

IS
[

Dans tout exercice portant sur des inégalités, on se raméne souvent a I'un au moins de ces théorémes.

1. Démontrer le théoréme 2.
2. Soit a un nombre réel tel que a > 1. On considére deux rectangles R, et R, dont les dimensions sont a

1 1
et=pour Ry, a? et — pour R,.
a. Comparer les aires A4 et A, respectivement de R, et R,.

2, 1) _ 1) _ (a-n(@®-1)
b. Montrer que (a + az) (a + a) = pra—
c. Comparer les périmeétres P; et P, respectifs de Ry et R,.

d. Comparer les longueurs des diagonales des deux rectangles.

1. Démonstration du théoreme 2 :

Sia < b (c’est-a-dire b —a = 0) comme bc —ac = c(b — a) alors:

-sic = 0alorsc(b —a) = 0soitac < bc

-sic < 0alorsc(b—a) < 0soitac = bc

etsi0<a<bet0<c<d, alorscommec=0,ac < bcetcommeb =0, bc < bd d’olac < bc < bd.

1 1 . .
2. a. Aj=axX - = letd, =a?x — = 1 donc les deux aires sont égales.

1 1 1
b. (a2+;)—(a+;)=E(a4+1—a3—a).Or(a—l)(a3—1)=a4—a—a3+1

3
On a donc bien (az + %) - (a + %) = W
P, =2 (a + %) etP, =2 (a2 + %) donc P, — Py, = 2 ((az + %) - ( + 2)) = 2—(“‘12(2“3‘1).
Comme a>1>0, a? > 1% > 0 soit a®> > 1 et, par produit ne faisant intervenir que des nombres
positifs, a X a® > 1 soita® > 1.
Onadonca—1> 0eta®—1 > 0.0n en déduit que P, — P; > 0 soit P, > P;.
d. En appliquant le théoreme de Pythagore, les longueurs des diagonales des rectangles R, et R, sont

’ 1 , 1
- 2 4
respectivementd; = [a®+—etd, = [a*+—.

. - D , 1 1
Ces deux nombres étant positifs, les comparer revient & comparer leurs carrés a? + = eta* + pre

o

Or, en posant b = a?, comme b > 1, on peut affirmer, en utilisant le résultat de la question

. 1 1
précédente, a* + => a’ + —doncd, > d;.



Exercice 3 — Comparaison de fractions
Pour comparer deux nombres, on peut étudier le signe de leur différence.

Pour additionner deux fractions on se référe aux deux propriétés suivantes :

- b
Propriété 1 : pour tous nombres a, b et c tels que ¢ # 0, % 2=

Cc Cc

s k
Propriété 2 : pour tous nombres a, b et k telsque b + 0 etk # 0,% = k_Z'
Soit a, b, ¢ et d quatre nombres strictement positifs tels que % % Comparer les trois nombres 5 et %.

SRS}

Cc . . Cc a N . / . . N , . N N
< 7 signifie que i = 0 c’est-a-dire, en réduisant les deux fractions au méme dénominateur, grace a, la

propriété 2 puis en appliquant la propriété 1 (en ajoutant les numérateurs) > 0. Comme b et d sont
strictement positifs, cela signifie que bc — ad = 0.

a+c a , . . e
Comparons alors ia et 5 en étudiant le signe de leur différence.

atc a _ (a+c)b—a(b+d) _ ab+cb—ab—a __ cb-ad
b+d b b(b+d) T b(+d)  b(b+d)
Orbc—ad >=0eth >0,d > 0donch(b+ d) >0d’oub( > 0 c’est-a- dlreb ;2%.
Comparons de méme = m et E en étudiant le signe de leur dlfference.
atc ¢ _ (a+c)d—(b+d)c _ ad+cd—bc—cd _ ad—bc _  bc—ad
b+d d d(b+d) T db+d)  d(p+d)  d(b+d)
bc— a+c c
— > ‘ot <z
Orbc—ad =20etb >0,d > 0donch(b+d)>0dol— o d) _Ocestadlreb+ <<
a+c Cc
- o< =
Ona donc =T

Exercice 4 — Multiples et diviseurs

Définition : On dit qu’un nombre entier a est un multiple d’'un nombre entier b s’il existe un nombre entier k
tel que a = kb.

On dit alors que b est un diviseur de a ou que a est divisible par b.

Dans les exercices mieux vaut se ramener a la définition en termes de « multiple de » pour éviter d’écrire des
quotients.

Définition : un nombre entier naturel est dit premier lorsqu’il a exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Théoréeme (division euclidienne) : soit a et b deux entiers naturels tels que b # 0, alors il existe un unique
couple (g, r) d’entiers naturels telsque a = bqg+ret0 <r < b.

1. a. Montrer que la somme de deux nombres impairs consécutifs est un multiple de 4.
b. Montrer qu’un entier est pair si et seulement si son carré est un entier pair.
4. Soit A un entier dont I'écriture décimale est cdu, c’est-a-dire A = 100c + 10d + u.
a. Montrer que sid = ¢ + u alors A est divisible par 11.
b. Montrer quesic + d + u = 9 alors A est divisible par 9.
5. Montrer que pour tout entier n, le produit n(n* — 1) est un multiple de 5.
(on pourra étudier les restes dans les divisions euclidiennes de n par 5).

1. a. Un nombre n est impair s'il existe un entier k tel que n = 2k + 1. Deux entiers impairs consécutifs

peuvent donc s’écrire 2k+1 et 2k + 3. Leur somme s’écrit S=2k+1+2k+3=4k+4=

4(k + 1).

b. Sin est un entier pair, alors il existe un entier k tel que n = 2k. On en déduit que n? = 4k? = 2 x 2k?
et donc n? est pair.
Réciproquement, soit n un entier dont le carré est pair. Si n était impair, il existerait un entier k tel que
n =2k + 1 et alors n? = (2k + 1)? = 2(2k? + 2k) + 1. Comme 2k? + 2k est un entier, n? serait un
nombre impair, ce qui contredit 'hypothése de départ « n? est pair ». Donc n est pair.



2. a. Sid=c+wualorsA=100c+10c+ 10u +u = 110c + 11u = 11(10c + u) d’ou A est divisible par 11.
b. Sic+d+u=9,alorsA=99c+c+9d+d+u=911c+d+ 1) dou A est divisible par 9.
3. Pourtoutentiern, N = n(n* — 1) = n(n — 1)(n + 1)(n? + 1). S'il existe un entier k tel que :
e n = 5k alors n est multiple de 5 donc N est aussi multiple de 5
e n=>5k+ 1alorsn — 1 est multiple de 5 donc N est aussi multiple de 5

e n=5k+2alorsn?+1=Gk+2)?+1=25k?+20k+4+1=55k?+4k+1) qui est
multiple de 5 donc N est aussi multiple de 5

e n=5k+3 alors n?+1=(5k+3)%2+1=25k?+30k+9+1=5(5k?+ 6k +2) qui est
multiple de 5 donc N est aussi multiple de 5

e n=>5k+4alorsn+1=5k+5 quiest multiple de 5 donc N est aussi multiple de 5.

Exercice 5 Racines carrées
Théoréme : Pour tous nombres réels positifs ou nuls a et b :

. Va=a,
e +ab =+ax+b.En particulier (\/5)2 =a;
e Va+b<+a++b.

Ce théoréme est a la base de nombreux calculs sur les racines carrées.

1. Soitle nombre A = \/7 + 2\/6—\/7— 2/6.
a. Quel résultat affiche la calculatrice pour ce nombre ?

b. Calculer la valeur exacte du nombre B = J(7 + 2\/6)(7 — 2\/6)
c. Endéduire la valeur exacte du nombre A.
k
2. Montrer que pour tout k € {1,2,3,4,5}, il existe un entier n tel que (1 + \/f) =Vn+Vn+1.

1. a. Lacalculatrice affiche 2 comme valeur approchée du nombre A.

b. B= |72—(2V6)’ = Va9 —4x 6 =25 = 5.

c. Le nombre A est positif et, pour calculer sa valeur exacte, on va d’abord calculer son carré.

A% = <J7 + 2\/8—\/7 — 2\/8>2 = <\/T2\/€>2 + <\/7—72\/€>2 — 2\/7 + 2\/5\/7 - 2V6

SoitA2=7+2V6+7—2V6—-2B=14—10 =4
Comme A > 0, on en déduit que la valeur exacte de A est 2.

2. Pourk=1,1+vV2=vV1+4++2

Pourk =2,(1+v2) =1+2+2V2=3+2VZ=19+8

Pourk =3, (1+v2)" = (1 +v2) (1+v2) = (3 + 2v2)(1 +V2) = 3 + 2VZ + 3vZ + 2V2V2Z
soit (1+vZ)' =3+2x2+5VZ =7 +v25 X 2 = V49 + V/50.

Pourk = 4, (1++v2)" = (1 +v2) (1 +V2) = (7 + 5vV2)(1 +VZ) = 7+ 5VZ + 7VZ + 5VZV2
soit (1++2)" = 17 + 12vZ = V289 + V288

Pour k=5, (1+v2)" = (1+v2) (1 +v2) = (17 + 12VZ)(1 + V2) = - = 41 + 20vZ = V1 681 +
V1682



