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Dans cette fiche, chaque énoncé d’exercice est précédé de quelques rappels constituant des outils pour traiter
I’exercice.

Exercice 1 — Calcul littéral
Propriété : pour tous réelsa et b :
(a + b)? = a? + 2ab + b?, (a—b)? =a®? —2ab + b?et(a+b)(a—b) = a? — b?
Cette propriété est trés utile aussi bien pour factoriser que pour développer.
On peut notamment faire des « factorisations forcées » pour se ramener a I'une de ces égalités pour
factoriser une expression.
Méthode : pour démontrer une égalité A = B, on peut, suivant les cas :
- montrerqueA—B =0
- montrerqueA=CetB=C
- transformer A pour arriver a B ou transformer B pour arriver a A.

1. Soit x et y deux réels non nuls. On posea=x+%,b=y+§ etc==-+
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a. Exprimer en fonction de a les nombres x? + =, x* + < et x* + —.
X X X
b. Démontrer que a® + b? + ¢? = abc + 4.
2. Soita, b et c trois réels

a. Développer les trois expressions A = (a + b + ¢)(ab + bc + ca),B = (a+ b +¢c)?,C = (a+ b + ¢)3.
b. Démontrer quesia+ b +c = 0, alors a® + b3 + ¢3 = 3abc.

1. a. Oncherche a faire apparaitre les puissances de a :

2 1)2 2 1,1 5 1 o oo 1 1)2 2
a z(x+—) =x“+2xX-+==x"+—+ 2, cequis’écrit aussi x +—2=(x+—) —2=a"—-2
X X X X X X

a® = (x + i)S =x3 + 3x2 i + 3x G)Z + G)S d’aprés la question 1., soit a® = x3 + x% + 3x +%
Ceci s’écrit aussi x> + % =a3 - 3a.
a* = (x + §)4 = x* + 4x3 i + 6x? G)Z +4x G)3 + G)4 , d’apreés la question 1.,
Soit a* =x4+$+4(x2 +xiz)+6 =x4+$+4(a2 -2)+6
soitx4+$= a*—4(a?—-2) -6 =a*—4a® + 2.
b. On montrerait de méme que b? = y% + )% +2etc? = ;—z+ z—z + 2.
On en déduit : a® + b2 4+ ¢? = x? +%+y2 +%+$—j+z—j+ 6.
D’autre part, abc + 4 = (x + %) (y + %) (

X X 1 X
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Soitabc+4=x2+1+$—j+%+y2+§—z+1+x%+4=x2+%+y2+%+$—z+i—j+6.

On en déduit que : a® + b? + ¢? = abc + 4.

2. a. A=(a+b+c)(ab+ bc+ca) =a?b+ abc + aca + bab + b?c + bca + cab + chc + c?a
soit A = a?b + ab?® + b?c + bc? + c?a + ca® + 3abc.
B=(a+b+c)(a+b+c)=a?+ab+ac+ba+b?+bc+ca+ch+c?
soit B = a? + b? + c? + 2ab + 2bc + 2ca.
C=(a+b+c)a?+b%+c?+2ab + 2bc + 2ca)
soit C = a3+ ab? + ac? + 2a®b + 2abc + 2aca + ba? + b3 + bc? + 2bab + 2b?*c + 2bca + ca? +
cb? + c3 + 2cab + 2chc + 2c%a



soit C = a® + b3 + c3 + 3(a?b + ab? + b?c + bc? + c?a + ca?) + 6abc

soit C = a® + b3+ ¢+ 3(4A — 3abc) + 6abc = a® + b3+ 3+ 3(a+ b + c)(ab + bc + ca) — 3abc.
Onadonc:

(a+b+c)®=a®>+b3+c®+3(a+b+c)ab+ bc+ca) —3abc.

Onendéduitquesia+b +c =0alors0 = a3+ b3 + ¢3 + 0 — 3abc c'est-a-dire a® + b3 + ¢3 = 3abc.

Exercice 2 — Un peu d’arithmétique

Définition : On dit qu’un nombre entier a est un multiple d’'un nombre entier b s’il existe un nombre entier k
tel que a = kb.

On dit alors que b est un diviseur de a ou que a est divisible par b.

Dans les exercices mieux vaut se ramener a la définition en termes de « multiple de » pour éviter d’écrire des
quotients.

Définition : un nombre entier naturel est dit premier lorsqu’il a exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Théoréeme (division euclidienne) : soit a et b deux entiers naturels tels que b # 0, alors il existe un unique

couple (g, r) d’entiers naturels telsque a = bqg+ret0 <r < b.

1.
2.

Montrer que le produit de trois entiers naturels consécutifs est un multiple de 3.

Déterminer trois entiers consécutifs dont la somme est égale a 2 025. Peut-on faire de méme en remplacant
2025 par2026°?

Déterminer quatre entiers impairs consécutifs dont la somme est égale a 2 024. Est-ce possible avec 2 025 ?

1. Dansladivision euclidienne d’un entier naturel par 3, le reste vaut 0, 1 ou 2 (il est positif et strictement inférieur

a 3). Soit n un entier naturel et r le reste dans la division euclidienne de n par 3 alors :
e Sir =0 alors il existe k tel que n =3k et alors n(n+ 1)(n+ 2) =3 X k(n+ 1)(n + 2) donc le
produit n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
e Sir=1 alors il existe k tel que n=3k+ 1 et alors n+2=3(k+ 1) donc n(n+1)(n+2) =
3 X (k+ 1)n(n + 1) donc le produit n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
e Sir=2 alors il existe k tel que n=3k+ 2 et alors x+1=3(k+1) doncn(n+1)(n+2) =
3 X (k + 1)n(n + 2) donc le produit n(n + 1)(n + 2) est un multiple de 3.
Pour faciliter les calculs et parce que 3 est un nombre, impair, on note n —1,n,n+ 1 les trois entiers
consécutifs. On cherche n tel que (n — 1) +n+ (n+ 1) = 2 025 soit 3n = 2 025 soit n = 675. Les trois
entiers cherchés sont donc 674, 675, 676.
Il n’y a pas de solution si on remplace 2 025 par 2 026 car la somme doit étre un multiple de 3 (on a trouvé 3n)
et 2 026 n’est pas un multiple de 3.
On note cette fois-ci notre quatre entiers consécutifs 2n — 3,2n — 1,2n + 1, 2n + 3 et on cherche n tel que
2n—-3)+2n—-1)+@2n+1)+ (2n+3) =2 024 soit 8n = 2 014 soitn = 243.
Il n’y a pas de solution si on remplace 2 024 par 2 025 car la somme doit étre un multiple de 8 (on a trouvé 8n)
et 2 025 n’est pas un multiple de 8.

Inégalités et opérations
Définition : on dit qu’un nombre a est inférieur ou égal a un nombre b lorsque b —a = 0.

Pour comparer deux nombres, on peut étudier le signe de leur différence ou appliquer I'un des théorémes
suivants.

Soit a, b, c et d des nombres réels
Théoremel:sia<balorsa+c<b+cetsia<betc<d alorsa+c<b+d.
(sia<balorsb—a > 0donc,commeb—a=(b+c)—(a+c),(b+c)—(a+c)=0
soit (b +¢) = (a +¢))

Théoreme 2 :

Sia<betc>=0alorsac < bc

Sia<betc<O0alorsac = bc

Si0<a<bet0<c<dalorsac < bd.

Théoreme 3 :



1 1

Si0<aSbanrs—2;>0.

Q

Théoréeme 4 :
Si0<a<balors0<+va<+b.

Dans tout exercice portant sur des inégalités, on se raméne souvent a I'un au moins de ces théorémes.

Exercice 3 — Comparaisons de nombres

1. Démontrer le théoreme 3.
. 1
2. Ranger dans I'ordre croissant les nombres a, az,z etva:
a. Sia>1 b. si0<a<1.

. . . 1 1
3. a. Soitn un entier naturel non nul etp un entier tel que 1 < p < n. Comparer les nombres v et—.

1
bt —t— >
2n-1 n+2 n+1 2

b. En déduire que L4
2n

1. Onsuppose que 0 < a < b. Alors d’une part, des nombres non nuls ayant le méme signe que leurs inverses,

1 .1 " 1 1 -b , ,
les nombres; et 5 sont positifs. De plus, P aa—b. Comme 0 < a < b, d’une part, ab > 0 et, d’autre part

1 1 Cy. 11
a—b <0donc=—=2>= 0 c’est-a-dire= > =
b a b a

2. Pouravoir une idée de I'ordre dans c, ¢
lequel on va ranger ces nombres, on x Cq
peut commencer par représenter sur
I'intervalle ]0, + o], les fonctions 5
associées :
fiix » x, 4
foix > x?, HE

1 =
f 3t X P X’ 2 L= Cs4

farx > Ax LT

a. Sia > 1, montrons que%<\/a< a < a®.
a’> —a=a(a—1).Commea >1>0,onabiena < a?.
a—+a=+a(xa—-1).Commea>1>0,va>0et+a> 1 (théoréme 4), on a bien+/a < a.
Commea >1>0,Va> 1et%< 1 (théoréme 3), on a %< 1< Va.

b. Si0 < a < 1, montrons que a? <a<\/a<%.
Comme0<a<1,0<+a<1(théoremed)etl < %(théoréme 3) doncVa <§.

Vva—a =+/a(1 —+/a).Comme 0 <+a < 1,onabiena < +a.

a—a?=a(l—a).Comme0<a<1,onabiena? <a.

3. a. Sil<p<mnalors0<n+p < 2net, daprés le théoréme 3, p>—

2n
b. On ajoute membre a membre Ies n megalltes en prenant successwement p= 1 p= 2 ,p =n
n
Onobt|entalors—+—+ +m+m —+ +—SOIt§ o T2 2—
1 n termes
c’est-a- dlre—+—+ >
n+2  n+1 2



Exercice 4 — Le nombre d’or
Théoréme : Pour tous nombres réels positifs ou nuls a et b :

1.

2. On appelle nombre d’or le nombre @ défini par ® =

Ve = a;
Vab = va x /b . En particulier (\/6_1)2 =a
Va+b <+a++b.

Ce théoréme est a la base de nombreux calculs sur les racines carrées.

Montrer que pour tout nombre réel x positif, v1+x <1+ )2—6

1++/5
S
a. Démontrer que le nombre @ vérifie les égalités suivantes :

(*)P2=Dd+1 (**)%=Cb—1 (***) P3 = 20 + 1.
On admet que @ est I'unique solution positive de chacune de ces équations.

b. Soit ABCD un rectangle tel que AB > CD . On considére les points E et F situés respectivement sur [AB] et
[CD] et tels que ADFE est un carré.

. . AB
Montrer que si le rectangle ABCD est un agrandissement du rectangle BCFE alors i o,

(On commencera par faire une figure).

Pour tout nombre réel x positif, v1+x et 1 +§ sont des nombres positifs. Les comparer revient donc a

comparer leurs carrés. On étudie donc le signe de la différence de ces carrés.
2 2 2 2
(1 + ;—c) — (\/1 + x) =1+ x: + 2 X g —1—-x= %. Comme un carré est toujours positifs ou nul,
2 2
(1 + ;—c) > (\/1 + x) d’ouondéduitquevli+x <1+ ;—C
2
a. ®2= (“ﬁ) =1(1+5+2v5) =SB _3E_10E L 1 — ¢4 1 d'oula relation (*).
2 4 4 2 2 ) )
En divisant les deux membres de I'égalité (*) par @, qui est bien non nul, on aboutita ® =1 + > soitg =@ —
1 soit (**).
PP=P?XxP=(P+1)P=P?>+ d= P+1+ & =2P + 1 soit (***).
Si le rectangle ABCD est un agrandissement du rectangle BCFE, alors leurs 4 E
di t tionnell ta-dire e = 3¢ _AD_ _ _AD |
imensions sont proportionnelles, c’est-a-dire 5= CF —AB OF = AB_AD' ‘

g . AB 1 AB AB AB AB
Ceci s’écrit aussi — = zg 0|t( ) —=1s0 |t( ) =5t1
A1

AD AD AD

AB ., .. s o, .
Le nombre 5 vérifie donc I'égalité (*) et est positif. Comme on a admis que ‘

@ est I'unique solution positive de chacune des équations du a., en particulier D . c

* o AB _
de (*), on a donc bien o= D,

Exercice 5 — Encadrements et racines carrées
Définition : on appelle amplitude de I'encadrement a < b < c le nombre ¢ — a.

On cherche a obtenir, sans calculatrice, un encadrement de /17 d’amplitude inférieure a 1072.
Onsaitque 6 < V37 < 7.

1.
2.

Montrer que V37 = 6 + —— \/_+6
Montrer que si a et b sont deux nombres supérieurs a 6 tels que a < v37 < b alors

1 1 B . e . b—a
6+ e < V37 <6+ —cetque I'amplitude de cet encadrement est inférieure a i

Expliquer comment procéder pour obtenir un encadrement de v/37 d’amplitude inférieure a 1072,

. _ (V37-6)(v37+6) _ (\/ﬁ)z—% 37-3 _
V37— b= T Varre e OlV3 \/_+6
Sia<+v37<balors0<a+6<+37+6< b+ 6 (théoréme 1 sur les inégalités)




1 1 1
d’ol — < —— < — (théoréme 3 sur les inégalités
b+6  V37+6 a+6( 8 )

1 1 1 s 1 1
etdonc6+m< 6+m< 6+m soit, d’apres le 1., 6+—b+6 <V37 < 6+—a+6.

, . 1) 1\_ 1 1 _ bt6—a=6 _  b-a
L'amplitude de cet encadrement est (6 + —a+6) (6 + —b+6) = 216 516 @re)bie) — @re)(bre)

Commea=6eth>a,a+6=>12>0etb+6>12>0dou(a+ 6)(b+ 6)> 144 (Théoréme 2 sur les
inégalités).

b-a

m.

I suffit de prendrea = 6 et b = 7 alors % < 1072 et un encadrement répondant a la question est

1 1 . 1 1
6+m< V37<6+m$0|t6+ﬁ< V37<6+E.

On en déduit que I’encadrement une amplitude inférieure a



