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Position du probleme

Le mathématicien Volterra a proposé en 1926 un
modele décrivant |I'évolution conjointe des sardines et
des requins constatée par des pécheurs de
I’Adriatique : les effectifs des deux especes variaient de
facon périodique en fonction du temps, avec la méme
période mais en étant décalées dans le temps.



Position du probleme
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On considere alors deux populations dont les effectifs a I'instant t
sont notés A(t) et B(t), qui désignent respectivement le nombre

de proies et le nombre de prédateurs.

On suppose, pour traduire les évolutions conjointes des deux
populations, gu’il existe quatre nombres positifs g, b, c et d tels
que (A, B) soit solution du systeme dynamique :

- a4
) dr
dB

—=A(t)(a—-DbB(1))

" B(t)(—d +cA(1))

gu’on peut
aussi écrire
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Recherche d’un équilibre

Les effectifs des deux populations sont constantes si et
seulementsi :

| 4(1)(a—DbB(1))=0
| B(t)(~d +cd(1) =0

Ceci donne deux points d’équilibre :

(4% B*)=(0,0) et (A‘*‘,B*]:[—,g |
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Il est de plus possible de caractériser un point d’équilibre,
qui peut étre:
stable si une petite perturbation de A ou de B est
suivie d’un retour au point (A", BY),
instable dans le cas contraire.

Il est enfin possible de tracer le « portrait » du systeme
dynamique en délimitant, dans le plan (A, B), les régions
ou les signes de A’ et B’ sont constants, et en tracant les
lieux des points ou la dérivée B’ ou A’ est nulle.
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Linéarisation autour du point d’équilibre — (~.») =[§%J

On se place alors dans un voisinage de ce point d’équilibre et on

cherche a approximer les fonctions f et g Y
Fr f(A4@),B@))

) ar

S (40).B0)

et a linéariser le systeme :

ou  f(x,v)=x(a—-Dy) et g(x,y)=y(-d+cx)

On doit alors dériver les deux fonctions par rapport a chacune des
variables x et y puis approximer les deux fonctions au voisinage du point
d’équilibre ( ).

i ; d a G
En considérant alors les fonctions n=4—— et PzB—E , on aboutit a

la traduction matricielle : %

) . A
dr | c I[N
dP | | ac [ ]
dr

— 0
b
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Un peu d’algebre lineaire
Les valeurs propres de la matrice sont les solutions de I'équation

det(M_}J):[) ou | est la matrice [,1 0] :
0 1

On obtient deux valeurs propres conjuguées et imaginaires pures qui

sont ivad et —ivad .

On montre alors qu’il existe une matrice inversible Q telle

B 0 —1vad
Q MQ=
d 0o

L Va

dx .
—=—1ady
Le systeme dynamique associé est (S) : d(‘;
= _iadx
dr




/(
PCpodar finir -

-

Vo ; : }x:rcosﬁ :
On utilise les coordonnées polaires - quidonnent les
[_ y=rsmb

J;-f =x' 4+

relations v
[ tan 6 =—
_ X

En par rapport au temps, on aboutit a :

r(t)=r, et 0(r) =iJad t +0,

‘d a
-

La solution approchée est représentée par un cercle de centre 7 ‘ .
)
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L'existence du centre entraine que les trajectoires ne tendent pas vers
le point d'équilibre mais restent dans son voisinage.



Discrétisation : évolution couplée —
////R. 7 —
de deux suites recurrentes

On décrit les populations a des instants successifs t et t + At a l'aide
de deux suites (A,) et (B,) de premiers termes A, et B, (effectifs a

I'instant 0) et telles que pour tout entier n :
A~ A =AMA (a-DbB,) (est-a-dire [A.=A (1+a-b'B))
B...,—B,=A(t)B,(—d +cA,) B,.=B,(1-d+c'A)

Ou a'=A(t)a, b'=A(tb, c'=A(t)c et d'=A(t)d.

—

Cela ne change pas la valeur des rapports a/b et d/c mais cela
revient a considérer des petites valeurs pour les coefficients a, b, ¢

et d dans le systeme :

A..=A (1+a-bB,)
B,,.=B,(1-d +cA)


http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/reflexionpro/2012_2013/Specialite_mathematiques_TS/suites_proies_predateurs.xlsx
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/reflexionpro/2012_2013/Specialite_mathematiques_TS/suites_proies_predateurs.xlsx
http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/reflexionpro/2012_2013/Specialite_mathematiques_TS/suites_proies_predateurs.xlsx

//‘
On se place au voisinage du point d’équilibre et on pose

d a
U, =A-— et V=B -+

v, v Ty sy
On est alors ramené au systéme : :

V,=ZXU +V +cUF,

o)
Un+1 = Un _mvn
qu'on approxime par le systéeme : <
bd Vn+1 7 %Un +Vn
) \ . Un+1 1 _? Un :
c’est-a-dire : —
Vn+1 % 1 Vn

b

en négligeant le terme UV, .


http://euler.ac-versailles.fr/webMathematica/reflexionpro/2012_2013/Specialite_mathematiques_TS/Proies_Predateurs.xlsx

Juste entre nous
b S ) Bt

o4 a) dg(da\_ _d) dg(da) _a)_acl _d
g(x’y)”g(c’bJ+ax(c’b](x c]+ay(c’b)[y b}‘b["' cJ

Retour
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Encore entre nous

dr dx
Bl el —=—~../ +ivadxy=0
rdr xdr Y dr ' xy ' ly

1 E__xdx ldy
cos’0dr | v dr xdr

2 2 2 2
@zi adc0329(1+y—2}=i adcoszﬁ[x -l;'v Jzi adcosEB(F—EJziy’ad

dr X X

Retour



TP Scilak *
function yprim=£(t, ¥)

yprim( 1 =a*y (1 )}-b*¥{1}*¥(1);
yprim{ =¥y (1 ¥y (1)-d*y(2);
endfunction

Hune trgiectoire
a=3;b=1;e=1;d=];

t0=0; tmax=>; =00 0> tmax;
x(=3; v=15;
y=ode([x0;¥0].t0.t.£);

cIf: plot(y(1,).3C. )

HTraces de differentes trgjectoires en cliguant pour imposer la condition//initiale
whale(®ut)

[c_1.x0.¥0]=xchck();

if ¢_1==" then break end;

y=ode([x0;y0],t0.t.£);

plot(y(1. ) y(1.:))

end
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