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Les propositions de solution de chaque exercice doivent étre envoyées d’ici le vendredi
12 mars a I'adresse euler.pepiniere @ac-versailles.fr, sous forme numérique (format .pdf ou image), en piece jointe ou
avec un systéme de dépét pour les fichiers volumineux, par les professeurs selon les modalités précisées dans le
courrier envoyé dans les lycées (envoi des propositions d’au plus deux équipes).

Exercice CG 4. 1 Des entiers ?

. . . P%+2q q*+9r r%+3p .
Trouver tous les triplets (p, g, 7) de nombres premiers tels que les trois nombres T rip  pia sont des entiers

naturels.

Avertissement : Pour savoir si un nombre entier en divise un autre, une méthode naive peut étre de travailler sur le
quotient du second par le premier. Dans cet exercice, les quotients ne sont qu’une maniere de poser le probléme, les
raisonnements se font sur des entiers et la relation « divise ».

2 2

q*+9r r24+3p .
et H r) = ——. On veut avoir :

T+p (P.q7) p+q

1% cas : ¢ + 7 est un entier pair. Alors p? + 2q doit aussi étre pair donc p? doit I'étre c’est-a-dire p doit I'étre. Comme

_ P*+2q _
Onnote F(p,q,1) = e G(p,q,r) =

p est un nombre premier, p = 2. De plus F(p,q,7) = F(2,q,7) = zqu+r4. Comme r est un nombre premier, v = 2

doncg+r=>q+2 > 0 et < 2 0Onadonc2 = 10u2q+4=250itq=r—4our=2.
q+r q+T q+T
2 2
Sir=2,alorsG(p,q,7v) =G(2,q,2) = 1 :18 et pour que 1 :18 soit un entier naturel, on doit avoir g2 pair donc gq

pair, soit puisque q est premier g = 2. Mais 4 ne divise pas 10...
Donc g = r — 4. D’une part cela entraine, puisque q et r sont des nombres premiers, r = 7. D’autre part,
2 2
H(p,q,v) =HQ2,r —4,r) = 2:(:_64) = rr_+26 =r+2 +%.
H(p, g, r) est donc un entier si et seulement si r — 2 divise 10 soit v — 2 divise 5 puisque r, nombre premier
supérieur ou égal a 7 ne peut étre égal a 2, le seul nombre premier pair. La seule valeur possible pour r est donc 7 et
alors g = 3.
On vérifie alors que F(2,3,7) = 1,G(2,3,7) = 8et H(2,3,7) = 11.
Le triplet (2,3,7) convient bien.
2¢ cas :_q + r est un entier impair. Alors I'un des entiers g et r est pair donc égal a 2 puisqu’ils sont premiers.

3p+i 4-3q
= H 2 .
p+q 3+ p+q’ .q,2) <3

Onadonc H(p,q,2) =1 soitq = 2(p + 2), ce qui est impossible car g est un entier impair, ou H(p, q, 2) = 2 soit
p = 2(q — 2). Le nombre p étant premier, la seule possibilité estp = 2 et q = 3.

Sir = 2, alors g est un entier impair supérieur ou égal a 3 et comme H(p, q,2) =

Mais alors G(p,q,7) = G(2,3,2) = 24—7 qui n’est pas un entier.

On regarde maintenant si ¢ = 2. Alors r doit étre impair. De plus comme G (p, q,r) doit &tre un entier, p + r doit
diviser 9r + 4. Or, comme r est impair, 9r + 4 I’est aussi ainsi que son diviseur p + r et donc p est pair (car r est
impair). La seule possibilité est donc alors p = 2. Comme H(p, q, ) doit &tre un entier naturel, 4 doit diviser 7% + 6,
ce qui est impossible puisque r est impair.

Conclusion : le probléme n’a qu’une solution qui est le triplet (2,3,7).

Exercice CG4. 2 Une équation fonctionnelle
Déterminer toutes les fonctions de R dans R telles que :
(*) pour tous réels distincts x et y, f(x) # f(y)

(**) pour tous réels x et y,f (x + f(f(—y))) =f)+ f(f)).

Sion pose a = f(0), alors I'égalité de 'assertion (**) s’écrit en posantx =a — f(a) ety =0 :



fla=f@+f(@)=f(a=f(@)+f(f(®)=f(a-f@)+f(a)
Soit f(a) = f(a — f(a)) + f(a) ce qui entraine f(a — f(a)) = 0.
De plus, I'égalité de I'assertion (**) s’écrit en posantx = a — f(a) ety = x:
f(a=f@+f(f(=0)) = fla—f(@) + F(F@) soit f (a = f(@) + F(F(—0))) = F(F())
puisque f(a — f(a)) = 0.
D’apres (*), on en déduit que a — f(a) + f(f(—x)) = f(x) soit f(f(—x)) = f(x) — (a — f(a)).
Enfin, I'égalité de I'assertion (**) s’écrit en posant y = —x:

(x + f(f(y))) = f(x) + f(f(—y)) soit, en utilisant I'égalité précédente :

fO+ f=y) ~(a=f@) = F&) + fO) = (a - f(@).

En échangeant les roles de x et y, on a aussi f(y + f(—x) — (a — f(@)) = f(x) + f(¥) — (a — f(a))

Dot f(y + f(=x) = (a = f(@))) = f(x + f(=y) —=(a = f(@))).

D’apres (*), on en déduit que y + f(—x) — (a — f(a)) =x+ f(—y) —(a — f(a)) soity + f(—x) = x+ f(—y).
Cette égalité est vraie pour tous réels x et y, donc pour y = 0 : pour tout réel x, f(—x) = x + f(0) ou encore pour
tout réel x, f(x) = f(0) — x.

On peut vérifier que pour tout réel a, la fonction f définie sur R par f(x) = a — x est bien solution du probléme.

Exercice CG 4. 3 Un ensemble de nombres
On considére 'ensemble A des nombres réels x pour lesquels existent des entiers relatifs a et b tels que
x =a+ bV2.
a. Montrer que cette écriture est unique (six € Aetsix = a+ bvV2etx = a + V2 ol a, b, a et § sont des entiers
relatifs, alorsa = a et b = B).
b. Montrer que le produit de deux éléments de A est un élément de A.
c. On appelle conjugué de x = a + b\/2 le nombre ¥ = a — b\/2 et norme de x le nombre N(x) = a? — 2b>.
Montrer que la norme du produit de deux éléments de A est le produit de leurs normes.
d. A quelle condition sur N(x) le nombre x posséde-t-il un inverse dans A4 ?

a. Supposons que (a — @) + (b — B)v2 = 0. Ou bien b = B, ce qui implique a = a. Ou bien b # S, et alors V2 =
Z ; ce qui implique que v/2 est rationnel, ce qui n’est pas.

b. Le produit (a + b\/f)(a + b'\/i) s'écrit (aa’ + 2bb") + (ab’ + a’b)V2, aa’ + bb’ et ab’ + a'b étant des entiers.
Donc on a bien un élément de A.

c. Si on écrit N(x) = xX, on peut voir que N(xy) = xyXy et, en montrant que Xy = Xy et en utilisant la
commutativité du produit dans A (les deux peuvent s’établir facilement), on obtient bien N(xy) = N(x)N(y).

d. On se donne un élément x = a + b\/2 dans A et on se demande s'il existe un élément de 4, a’ + b'\/2, tel que

aa' +2bb’ = 1etab’ + a’'b = 0. Le produit des normes de x et de son inverse est la norme de leur produit, c’est-a-
dire la norme de 1, c’est-a-dire 1. Pour obtenir deux entiers dont le produit est 1, il ne peut s’agir quede 1 et 1 ou —1
et —1. Une condition nécessaire pour que x soit inversible est donc que |a® — 2b?| = 1. Cette condition est

suffisante, car dans ce cas I'un des produits de a + bv2 par a — bv/2 ou —a + b+/2 est égal a 1.

Exercice CG4. 3 bis Une équation de Pell-Fermat

a. On appelle ' I'ensemble des couples (x,y) de réels vérifiant |x* — 2y*| = 1. H est la réunion de deux sous-
ensembles, H'*, ensemble des couples pour lesquels x* — 2y% = 1, et ™, ensemble des couples pour lesquels x? —
2y? = —1. Représenter H tet '~ sur un méme graphique.

b. A tout entier n on associe les entiers a,et b,, pour lesquels (1 + \/f)n = a,, + b,\/2. Prouver que pour tout n le
couple (ay, b,) appartient a H.

R?— R?
(xy)— (x+2yx+y)
d. Montrer que (a,41, bny1) = @(ay, by)

e. Démontrer finalement que les couples d’entiers naturels (a, b) solutions de I’équation |a? — 2b?%| = 1 sont les
couples (ay, by).

¢. On considere I'application (0. ( ) Montrer que ¢ est bijective, expliciter son inverse.



a a. La courbe HTest I'ensemble des points dont les coordonnées (x,y)

x*-1 x*-1

ouy = —

2 y 2

la courbe dessinée en vert ci-contre, la courbe H ~est I'ensemble des points
Courbe T dont les coordonnées vérifient x* — 2y%2 = —1, ce qui se traduit par y =

x2+1 x*+1 ., .
Souy=—[——,c est la courbe dessinée en rouge ci-contre.

b. La norme du nombre a, + b,v/2 (au sens de I'exercice 2) est aZ — 2b2.

Churbe H— satisfont x> — 2y? = 1, ce qui se traduit par y = _ Clest

C’est aussi la norme du nombre (1 + \/f)n (produit d’éléments de A), qui est
(1 -2)", soit (—1)™, d’ou le résultat.

x+2y=a
x+y=b>b
d. Le produit (1 4+ v2)(a, + b,V2) s'écrit ay, + 2by, + (an + bp)V2.

e. Si le point M, de coordonnées entiéres a et b, appartient a I'une des deux courbes, I'antécédent par ¢ du couple
(a, b) est le couple d’entiers (2b — a,a — b). On s’intéresse ici aux couples d’entiers naturels. Observons que :

1) a — (2b — a) = 2a — 2b. Ce nombre est du signe de a — b, il est donc positif (en effet, si deux entiers naturels a
et b sont tels que |a® — 2b%| = 1, alorsbh < a);

2)b — (a — b) = 2b — a et ce nombre est lui aussi positif dés que a > 2.

Il s’ensuit qu’a partir d’une solution couple d’entiers naturels de I'équation |x* — 2y*| = 1, on en fait apparaitre,
grace a l'application @1, une autre constituée de deux entiers plus petits que les précédents. Aprés un certain
nombre (fini) d’opérations identiques, on parvient au couple (1, 0), a partir duquel I'application ¢ fournit les couples
(ay, by), qui sont donc les couples solutions.

c. Le systeme { a pour unique solution (2b — a,a — b), ce qui répond a toute la question.

Exercice CG 4. 4 Une minoration
R+*—>R+*)
x—-xX
1. Déterminer le minimum de la fonction f.
2. Pour tout couple de réels strictement positifs (x, y), montrer que x¥ + y* > 1

On considére la fonction f = (

1. ’étude de la fonction f et de sa fonction dérivée, donnée par : pour tout x > 0, f'(x) = (Inx + 1)x*, aboutit au
tableau de variation suivant :

+ o0
X

+ o0
f() ” \ = > /

1

1
. . - . 1 . -
Le minimum de la fonction f est donc e e . Il st atteint en = Dans la suite, on appelle ce minimum m.

2. On peut supposer y < x < 1, car x et y jouent le méme réle et que x¥ >1deésquex > 1

N.B. Cette démarche est inspirée par la lecture de la question...

On se donne b € ]0,1[ et on étudie la fonction g : x = x? + b*... sur l'intervalle]b, 1[ (conformément 3 la

supposition faite plus haut). Le premier terme est supérieur & b?, le second est supérieur a b, la somme est donc
1

supérieure a b + e b. Ce nombre est inférieur a 1 dés que b > 1 — m, mais ¢a ne régle pas tout.
Si on étudie les variations de la fonction g, on écrit la fonction dérivée qui donne de tout x I'image
g'(x) = bxP~1 +1Inb x b*
Le signe de g'(x) est celuide h(x) = Inb + b1 *xP~1
On dérive de nouveau :
R(x)=b-1DInxXxx?"1b1™* + (1 —x)Inb x b*xP~1 = p1*x=1((b — 1) Inx + (1 — x) Inb)

Posons j(x) = (b — 1) Inx + (1 — x) In b. Si on dérive de nouveau la fonction j, on trouve j'(x) = bx;l —In b puis

j"'(x) = 1;) qui indique que j' est croissante sur [b, 1], de % —Inbab—1—Inb, négative sur ]b,l;n;;], positive

ensuite (on doit vérifier que, sur ]0, 1[, ?n;; =>b).




b-1

Inb
. . . b-1 . . .

n’écrivons pas) puis croit sur ]H’ 1[ pour atteindre en 1 la valeur 0. Donc cette fonction est négative et comme son

Donc la fonction j est décroissante sur ]b, ], elle décroit de 0 a une certaine quantité négative (que nous

signe est celui de h’, on en déduit que la fonction h est décroissante sur [b, 1[, et comme elle prend en b la valeur 1 +
In b, elle est donc négative dansle casolu 1 +Inb < 0, c’est-a-dire b < = Dans ce cas, la fonction g est décroissante,

elle décroit de g(b) = 2b” a4 g(1) = 1 + b, donc elle reste supérieure a 1.

Bilan : la minoration est obtenue dans le cas ol < o Nous avions conclu qu’elle était aussi obtenue dans le cas ou

1
b > 1 — m (rappelonsquem = e e).

b 0 0,3678794412

b 0,3077993724 | 1

Ce petit schéma (dans lequel figurent des valeurs suffisamment approchées des valeurs frontieres) montre que la
minoration est obtenue sur tout I'intervalle [0, 1]. Ouf !

Exercice CG 4. 5 De la vie sur Mars !

La derniéere sonde, envoyée sur Mars par I'Union Européenne, a réussi a observer ce que I'on attendait depuis
longtemps : des traces de vie sur la Planete Rouge ! Il s’agit évidemment d’une forme primitive et les étres observés
ne mesurent pas plus d’un millieme de millimetre, ce qui explique la difficulté que la sonde a eue a remarquer ce que
nous appellerons des cellules.

Avec des informations aussi partielles, les scientifiques ont toutefois pu observer les faits suivants :

- Il y a trois espéces de cellules, que I'on désignera par A, B et C.

- La reproduction des cellules implique la participation de trois cellules « parents ».

- Il ne peut y avoir reproduction que lorsque les trois parents sont « compatibles », c’est-a-dire qu’au moins deux sont
de la méme espeéce.

On a observé des proportions respectives a, b et ¢ de cellules des différentes especes,a + b + ¢ = 1.
1. a. Quelle est la probabilité p que trois cellules prises au hasard soient compatibles ?

b. Montrer que = 5 On pourra établir une inégalité a c fixé.

Les scientifiques ont établi que lorsque les trois espéces de parents sont les mémes, la descendance est de la méme
espece que ses parents. En revanche, lorsque deux parents sont d’'une espéce a et que le trosieme, parent est d’une
espece [, les scientifiques hésitent entre deux modéles :

- Modele 1 : le descendant est du type de I'espéce majoritaire «,

- Modéle 2 : le descendant est du type de I'espéce minoritaire 3.

Pour comparer ces modeles, on va estimer I’évolution des proportions de cellules des différentes espéces au cours du
temps. On note ay, > by > ¢, les proportions des différentes especes de la génération 0 et, pour tout entier naturel
n, an, by, ¢, les proportions des différentes espéces de la génération n. Pour déterminer a,,4 1, bp4+1, Cny1, ON prend
trois cellules au hasard suivant les proportions a,,, b, ¢, et a, ;1 sera la probabilité que la descendance soit de type
A, sachant que les trois parents sont compatibles. Il en est de méme pour b;,;1 et ¢p41.

2. Etude du premier scénario. On suppose dans cette question que la génétique des cellules martiennes suit le

premier modeéle.

aj(3-2an) b} (3—2by) ch(3—2cn)

PEPPRP ne1 =1, . e Chpyi =T ————.

1-6anbycpn 1-6anbncy 1-6anbncy

b. On rappelle dans cette question et les suivantes que ay > by > ¢,. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

a. Vérifier que apyq =

. . 1 1 1
a, > b, > c,. En déduire que a,, > E’bn <jetc, <3
c. Vérifier que les suites (a,, — by )nso €t (@, — Cp)nso SONt croissantes.
d. Prouver que les suites (a,)ns0, (bn)nso €t (Cn)nso cOnvergent et déterminer leurs limites.

3. Etude du second scénario. On suppose maintenant que c’est le deuxieme modeéle qui est privilégié.
a. Déterminer a, 41, bpy1, Cnyq en fonction de a,, by, ¢y,
b. On suppose a partir de maintenant que 1 > ay > by > ¢y, > 0.




Montrer que pour toutn,onal >a, > b, > ¢, > 0.

¢. On pose f(c) = g —3c+ gcz et g(c) =1—6c?+ 12c¢3. Vérifier que% > %.

d. Déterminer les limites des suites () n>0, (bn)nso €t (Cp)nso-
e. Quel scénario vous semble le plus pertinent ?

1. a. La probabilité qu’il ny ait pas compatibilité est 6abc (pour les 6 cas ABC, ACB,BAC,BCA, CAB, CBA). Donc la
probabilité qu’il y ait compatibilité est p = 1 — 6abc.

b. Pour minorer p on va majorer abc = a(1 —a —c)c = ac — a’c —ac?.

Soit ¢ un réel donné dans l'intervalle [0,1]. On pose f(x) = cx — cx? — ¢?x = —cx? + (¢ — ¢?)x.

Comme le coefficient de x2est négatif, la fonction trin6me du second degré f admet un maximum en

_c? _ _ _ _\2 _ 3_59.2
o= 55 5 oone @) 27 (5 Orate = @)t (59 = (5 + e e 5 - 5
3_ 2
Donc abc < goere

Soit g la fonction définie par g(x) = x3 — 2x? + x. Sa dérivée est définie par g'(x) = 3x? —4x + 1

Soit g'(x) =3 (x — é) (x — 1). On en déduit le tableau de variation ci-dessous :

X 0 % 1
g'(x) + 0 -
T
27
9() \
0 0

oy 4 . . ) 4 . 1— 1
Dont on déduit que e est le maximum de la fonction g d’oli g(¢) < 27 soit f (TC) < P
< 1 2 7
c’'est-a-dire abc < 57 €t donc 6abc < 5 d’oul'ontirep = >
2. a. Les cas ou la descendance est A et les parents compatibles se produisent lorsque les parents sont :

AAA,AAB,ABA, BAA,AAC,ACA, CAA, ce qui donne comme probabilité
ad + 3azb, + 3aic, = a2(an + 3b, + 3¢,) = ai(a, +3(1 — ay)) = a2(3 — 2a,)

La probabilité que la descendance soit de type A sachant que les 3 parents sont compatibles est donc :
az(3 - 2a,)

I+t =77 6a,b,cy,
On fait le méme raisonnement pour by, 11 et Cy4q.
b. Soit f la fonction définie par f(x) = x?(3 — 2x) = 3x? — 2x3. Sa dérivée est définie par
f'(x) = 6x — 6x% = 6x(1 — x). Comme f' est strictement positive sur ]0,1[, f est strictement croissante sur [0,1].
Soit B, la proposition « 0 < ¢, < b,, < a, < 1 ». Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, P, est
vraie.
Par hypothése, P, est vraie.
Si, pour un certain entier naturel n, P, est vraie, alors0 < ¢, < b, <a, <1
Et comme f est croissante strictement sur [0,1] et a valeurs dans [0,1], 0 < f(c,) < f(b,) < f(a,) < 1.
En divisant par 1 — 6a,, b, c,, qui est strictement positif, on obtient 0 < ¢11 < bpy1 < apsq <1
On a donc bien : pour tout entier natureln,alors0 <c, < b, <a, <1.
On a alors, pour tout entier naturel n :

cp < b, <a, <letdonc a, + b, + ¢, > 3c,, dolic, <§
cn < b, <a, <letdonc a, + b, + ¢, < 3a,, doua, >§
hn<b,<a,<1leta,+b,+c, =1dou2b, <1soith, <%.
C.
b _ a721(3 - Zan) b121(3 - an) _ a121(3 - Zan) - b721(3 - an)
In+1 ™ Ont1 = 977 6a,byc, 1—6a,b,c, 1 — 6a,b,c,




Or, comme, 0 < ¢, < %, 0<b, < %et 0<a,<1donc0<1-6a,b,c, <1donc > letdonc a,yq —

bn+1 > a121(3 - zan) - b121(3 - an)'
Or, a121(3 - Zan) - b121(3 - an) = B(an - bn)(an + bn) - 3(a$l - bs)
Soit a%(3 — 2a,) — b2(3 — 2b,) = 3(a,, — b,)(a, + b,) — 3(a,, — b,)(a% + a,b, + b2)
Comme b, < ay, Intr=bnes 3(a, + by) — 3(aZ + ayb, + b2) et a2 + apb, + b2 = (a, + by)? — ayby,

1-6anbncy

b an—bn
Soit% >3(1—cy) —2((1 = c,)? — ayby)
Soita”a:—j;”l > 1+ ¢, — 2¢2 + 2a,b,. Comme ¢, < b, < a,, 2a,b, > 2c>

Donca”“—_b’”l>1+cn—20,21+2crzl>1+cn>1

an—by,
Conclusion : la suite (a, — b,,) est croissante.
N ., . a —C,
De méme, on démontrerait que == > 1 + b, — 2bj + 2a,c,

an—=Cn

n

et1+ b, — 2b2 + 2a,b, = 1+ b,(1 — 2by,) + 2a,c,. Comme b,, < %et ap, Cy, SONt positifs, % > 1 d’ol on
n

déduit que la suite (a,, — c,,) est croissante.

d. On en déduit la suite (v,) définie par v,, = a, — b, + a, — ¢, = 3a, — 1. Comme a,, > g, la suite (v,,) est

v+l

3
suite (a,,) est convergente. On note A sa limite.

De méme la suite (a,, — b,,) est croissante majorée par 1 donc elle converge et comme b,, = (b,, — a,) + a,, on en
déduit que la suite (a,, — b,,) converge. On note B sa limite.
De méme, on montre que la suite (a,, — ¢,,) converge. On note C sa limite.
On tire alors des relations de récurrence et par passage a la limite que :
A= A2(3—2A)' _ B2%(3-2B) ot C = 62(3—2C).
1-6ABC 1-6ABC 1-6ABC
La relation a,, + b,, + ¢, = 1 entrainedeplusA+ B+ C = 1.

SiC # 0,alors C(3—2C) =1 —6ABC et donc, d’aprés 1b., C(3 — 2C) = g

croissante. Comme a,, = , on en déduit que la suite (a,). Comme elle est majorée par 1, on peut affirmer que la

qui s’écrit aussi —18C? + 27C — 7 = 0, inéquation dont I'ensemble des solutions est E,%]
Or, pour tout entier n, ¢,, < %donc C< % Il n’y a donc alors qu’une seule possibilité : C = %, d’ol I'on déduit A +

B =2
3

Comme, pour tout entier n, on a ¢, < b, < a, qui entraine 2¢,, < 2b, < a, + b, , le théoréme des gendarmes nous
. 2. : 1 1
donne lim 2b, = 5 soit B = lim b, = 5 et donc A = 3

n—oo n—oo

Or, comme la suite (a,, — b,,) est croissante, pour tout entiern, a,, — b, = ay — by > 0

D'oUA —B = ay — by > 0 ce qui contredit A = B =§.OnadoncC= 0.

On en déduit A = A%(3 — 24)

CommeA—B >0etB >0,A # 0 et A est solution de 'équation A(3 — 24) = 1 quis’écrit 242 =34 +1=10
D'ouA=10ud = % Dans ce deuxieme cas, B = %ce qui contredit A — B > 0.

Conclusion: A =1,B = 0,C = 0 et on vérifie que ces valeurs vérifient les trois égalités du 2d.

3. a. Dans le deuxiéme scénario, les cas ou la descendance est A et les parents compatibles se produisent lorsque les
parents sont : AAA, ABB, BBA, BAB,ACC,CCA, CAC, ce qui cette fois-ci donne comme probabilités :
3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2

Apiq = an*'lia:::;iinan — an:fz;lil;:::n) et de méme bn+1 — bn:f::f;:::n) et Cps1 = Cat3cn(bntan)
b. Montrons a nouveau par récurrence que pour tout entiern, 1 > a, > b, > ¢, > 0.
Par hypothése, cette affirmation est vraie au rang O.
Si maintenant, elle est vraie pour un certain rang n, alors, comme 1 — 6a, b,,c,, > 0,
An4+1 — bnyq est dusigne de

ay + 3an(by + c}) — by — 3by(az + i) = a; — by — 3apby(ay — by) + 3¢5 (an — by)
Soit a3 + 3a, (b2 + c2) — b3 — 3b, (a2 + c2) = (a, — by) (a2 + a,b, + b% — 3a,b, + 3c2)
Soit a3 + 3a, (b2 + c2) — b3 — 3b, (a2 + c2) = (a, — by)((an — bp)?* + 3¢2)
Ce qui permet d’affirmer que a,,.1 — by,+1 > 0 puisque a,, > b,,.

1-6a,b,c,



On a donc bien, pour tout entiern, 1 > a,, > b, > ¢, > 0.

2 2 2
c cpt+3an+3b . . . . ;
C. —’C’“ = —f Ga”b . . Nous allons majorer le dénominateur par g(c,,) et minorer le numérateur par f(cy).
n —OUnPntn

D(n) =1 - 6a,b,c, =1—6a,(1—a, —c,)c, =1—6ay,c, + 6a,%c, + 6a,c,>
D(n) — g(cy) =1 — 6aycy, + 6ay%cy, + 6a,c,2 — 1+ 6¢,2 —12¢3 = 6cp(—an + an? + ancy + cp — 2¢,2)
D(n) — g(cn) = 6 (cp — an)(1 — (an + cy) — ¢) = 6¢,(cy, — apn)(bp—cp)

Or pour tout entiern, 1 > a,, > b, > ¢, > 0donc0 < 1 — 6a,b,c, < g(c,) d’ou ! >—1_>0.
1-6anbpcy g(cn)

3 5 3 3
N(n) — f(c,) = ¢+ 3a2 + 3b2 — (E -3¢, +EC"2> = 3aZ + 3b% — (E —3c, +§cn2>
Soit N(n) — f(c,) = 3a2 + 3b2 —g(cn —1)? = 3a2 + 3b2 —g(an + by)?cara, + b, + ¢, =1
Soit N(n) — f(cn) == (an — bn)?
Et donc ¢Z + 3a2 + 3bZ = f(c,)

Des deux inégalités obtenues, on tire pour tout entier n,

Cn+1 > fcn)

cn  glcn)

d. Montrons que la suite (¢, ) est croissante. Elle est a termes strictement positifs, donc cela revient a montrer que
. C
pour tout entier n, ’;—“ > 1.

n

Cn+1 > f(cn)
e g(cn)

sont positives, cela revient a étudier le signe h = f — g sur [0,1].

3 5 1
h(x) = f(x) —g(x) = 5~ 3x +5x2 —(1—-6x2+12x3) = E(—24x3 +17x*> —6x+1)

La dérivée de la fonction h est définie par h'(x) = %(—72x2 + 24x — 6). Comme le discriminant du polynéme

Comme pour tout entier n, , cela revient a montrer que la fonction gest minorée par 1 et comme f et g

—72x?% + 24x — 6 est négatif, on peut établir le tableau de variation suivant :

X 0 : 1
3
R (x) -
h(x)
—6
Donc, pour tout x € [O,%], h(x) = 0 d’ol on déduit que pour tout x € [O,é ] ,% > 1.

C

21 > 1 et que la suite (c,,) est

Comme, pour tout entiern, ¢, € [O,% ], on peut affirmer que pour tout entier n, .
n

croissante.
Cette suite est croissante et majorée par % La suite (c,,) donc convergente. On note C sa limite.
Comme pour tout entier, a,, + b,, = 1 — ¢,,, on en déduit que la suite (a,, + b,,) est convergente.

. . . 1 . 1
Comme la suite (c,,) est croissante, pour tout entier n; > ¢, = ¢ > 0, on peut affirmer que 3 =>C>0.

f©©

On en déduit que 90 > 1. Or pour tout entier, C’;ﬁ = %. Comme les fonctions f et g sont continues sur R, le
n n

o s, f©) 4 f©O 1
limites d tt lité d 1>——=d — =
passage aux liImites dans cette inegalite aonne =50 ou 9(0) 3

De I'égalité a,, + b,, = 1 — ¢, on tire qua m suite convergente (a,, + b,,) a pour limite 2

= 1 ce qui signifie que h(C) = 0 soit C =

Comme de plus, pour tout entier n, a, > b, > c,, a, + b, > 2b,, > 2cy,, le théoreme des gendarmes permet
, . 1
d’affirmer que la suite (b,,) converge vers >

. on . 1
On en tire aussit6t que la la suite (a,,) converge vers >

Exercice CG 4. 6 Comme a la féte foraine



On donne dans le plan un disque D de rayon 1.
1. Avec deux disques identiques de rayon r < 1, est-il possible de recouvrir le disque D ?
2. Quelle est la plus petite valeur du rayon r de trois disques identiques permettant le recouvrement de D ?

1. Deux disques de rayon r défnissent une bande de plan de largeur 2r. Tout disque de centre C de diametre 2
contient des points diamétralement opposés extérieurs a la bande.

2. Commengons par essayer le cas d’une répartition « symétrique » des trois disques de rayon r, dont les centres
occupent les sommets d’un triangle équilatéral de centre de gravité O. Appelons d la distance de O a chacun des
centres A, B et C et R la distance (commune) de O a chacun des points d‘intersection

« extérieurs » E, F et G. Nous souhaitons R = 1 et d < r (pour recouvrir le disque d’origine

sans laisser de trou).

E La seule
inconnue de la +A +B +C ¢
figure ci-contre
est I'angle

ABE = a etla
longueur R que nous cherchons a minorer s’écrit : R = OE = OH + HE = %d + rsina,

2 2
. ‘5 etcommed—ﬁBH—ﬁ

. 2 1 V3 .
cos a + sin a). Ou encoreR = ﬁr (E cosa + 7sm a) ou encore R =

E

T CcoS a, on obtient :
1
V3
2 . . , N . N
757 sin (a + %) La plus grande valeur de R est donc obtenue avec un sinus égala 1, donc a = g Ce qui correspond a
V3

-

Peut-on essayer « autre chose », c’est-a-dire une configuration de disques qui

ne soit pas invariante par rotation d’un tiers de tour ?

Le disque de centre A de rayon r coupe le cercle de centre O de rayon 1 en P v,

C Rzr(

r =

et Q, au plus distants de 2r, diameétre du cercle, ce qui impose r = sing. Il en
est de méme des arcs analogues déterminés par les cercles de centres B et C.
L’'un au moins de ces trois arcs doit occuper plus du tiers de la circonférence,
et comme on cherche un r inférieur a 1, I'arc correspondant du cercle de
centre A, par exemple, doit lui aussi occuper plus du tiers de « sa »

. . . 2m V3 . V3
circonférence, ce qui impose 8 > - et doncr = - Un choixr = = surune

des cercles contraint au méme choix sur les autres, et on en revient a la configuration stable par rotation d’un tiers de
tour.

Exercice CG 4 . 7 (mathématiques expertes) La racine du carré
S i2k
On considere 'ensemble U,,, = {exp (lzm“) ,0<k<m- 1}.
1. Montrer que U,, est I'’ensemble des racines
n-iemes de 1, c’est-a-dire I'ensemble des nombres complexes z vérifiant z™ = 1.
On se donne un entier naturel non nul n et on cherche s'il existe une fonction f : Uy, = U,, Vvérifiant :
pour tout z € Uy, , f(f(2)) = 22
2. Montrer que I'ensemble {z2 /z € U,,} est égal a U, et qu’il est inclus dans U,,,.
3. On suppose qu'’il existe une fonction f solution du probléme posé.
2
a. Vérifier que pour tout z € Uy, f(z2) = (f(z)) .
b. Montrerque f(z) = f(z') =2 z=z'ouz=—Zetquef(1) = f(-1) =1
4. Selon la valeur de n, existe-t-il un élément z de U,,, qui vérifie z2 = —1 ? Si oui, vérifier qu’alors il n’y a pas de
fonction f solution.




5. Selon la valeur de n, existe-t-il un élément z de U,,, qui vérifie z3 = 1 et z # 1 ? Si oui, vérifier qu’alors il n’y a pas
de fonction f solution.

6. On suppose dans toute la suite de I'énoncé que I'entier n est impair.

a. Vérifier que le fonction g de U,, dans lui-méme qui a z appartenant a U,, associe z2 est bijective (c’est-a-dire tout
élément de U,, a un unique antécédent par g dans U,,).

b. On suppose qu’il existe une solution f du probléme. Vérifier qu’il existe une fonction ¢ : U,, = U, telle que ¢ o
=g

¢. Réciproquement, on suppose qu’il existe une fonction ¢ : U, — U, telle que ¢ o ¢ = g. Construire alors une
solution au probleme.

Soit z un nombre complexe non nul (0 ne peut étre solution de I'équation z™ = 1). Il existe un réel strictement positif
r et un réel O tels que z = r exp(i0). L'équation z™ = 1 s’écrit alors r™ exp(im0) = 1 = exp(i2kn), k € Z.
rm =1 r=1
i i 2k
Ceci équivaut au systeme { im6 = i2km k € Z soit, puisque r > 0, 0= _n kez

Il suffit alors de prendre 0 < k < m — 1 pour avoir toutes les solutions dlstlnctes.
1. Soit maintenant un élément Z de U,,. Il existe donc un entier, 0 < k < n — 1, tel que
. . 2
Z = exp (%) = (exp (%)) ,ou0 <k <n-—1<2n— letdonc Z est bien le carré d’un élément de U,,.
Donc U, est inclus dans {z? /z € U,,}.
Conclusion U,, = {22 /z € UZn}.
2. On suppose qu’il existe une fonction f : U,,, — Uy, Vérifiant : pour tout z € U,,, , f(f(z)) =z? (E).
a. Pour tout z € U,,,. Alors f(z) € U,,. On peut donc remplacer z par f(z) dans (E), ce qui donne
(f(f(z))) = (f(2))? qui peut aussi s'écrire, puisque f(f(z)) = z?, f(zz) = (f(z))z.
b.f(z) =f(z")=f(f(2) =f(f(z )) qui s’écrit z2 = z'? soitz = z'ouz =
Onadoncbienf(z) = f(z')=> z=2'ouz= -2
Siz =1, alors I'égalité f(z2) = (f(z))?donne f(1) = (f(1))? soit f(1) = 1 ou f(1) = 0. La deuxiéme égalité est
impossible car f(1) € U,,. Donc f(1) = 1.
Si z = —1, alors I'égalité (E) donne f(f(—1)) = 1 = f(f(1)).
Comme f(z2)=f(z)=> z=z'ouz=—-Z,f(-1)=f(1)=1ouf(-1)=—f(1) = —1.
Si f(—1) = =1, alors f(f(—=1)) = f(—=1) = —1 mais d’aprés I'égalité (E), f(f(-1)) = (-1)? =1
Donc f(—1) = f(1) = 1.

3. Nous cherchons un élément z de U,,, qui vérifie z2 = —1. Il existe un entier k, 0 < k < 2n — 1 tel que

2 .
z = exp( - ) Alors z? = —1 équivaut a (exp (1 I:T)) = —1 = exp (im) soit exp (%) = exp (im) c'est-a-dire il
existe un entier K tel que zk—n = 1t + 2K qui s’écrit aussi 2k = (2K + 1)n.

Comme 2K + 1 est un entier impair, cette égalité ne pourra étre vérifiée que si n est pair.

Supposons donc maintenant que n est un entier pair. Comme 0 < k <2n—1,0 < 2k < 4n — 2. L'entier K doit

donc vérifier 0 < (2K + 1)n < 4n — 2 soit puisquen > 0,0 < 2K +1) < 4 —%soit—% <K< %—1.

n
R, 1 3 .
Commen > 1, K doit vérifier — 2 <K< Set les seules valeurs possibles pour K sont 0 et 1.

2k = (2K + 1)n revientdonca 2k = nou 2k = 3n.
Vérifions :

i 22w i i
-Sik = 2, alors exp (%) = exp( 2 ) = exp (ﬂ) = exp (%) =1, dontle carré est bien égal a —1.

2n 2n

n

. 3n i2km 12_“'[ i3nm i3m . , . , N
-Sik = - alors exp (7) ex p( > = exp (2—) = exp (T) = —i, dont le carré est bien égal a —1.
Conclusion : L’équation z? = —1 n’admet, dans U,,,, aucune solution si n est impair et admet comme solutions, si n

est pair, i et —I.

Supposons désormais que 7 est pair. Soit Z tel que Z? = —1 (c’est-a-dire Z vaut i ou —i) et supposons qu’il existe une
fonction f solution du probleme posé.



D'apres (E), f(f(2)) = Z? = —1. Or, d’aprés la question 2a., f(Z?) = (f(Z))? et d’apres la question 2b., f(Z%) =
f(=1) =1donc f(Z?) = 1 dou f(Z) = 1ou f(Z) = —1. Mais alors, dans les deux cas,

f(f(Z)) = 1 ce qui contredit f(f(2)) = Z? = —1.

Il n’existe donc pas de fonction f solution du probléme posé.

4. Cherchons un nombre complexe z dans U,,, tel que z # 1 et z3 = 1. Comme z # 1, il existe un entier k,

0<k<2n-—1telquez =exp (ian).

2n

i2km
2n
. 3k 3
Or0<k32n—150|t0<7S6—Z.
Sin=1,alorsk =1et2K = 3 quin’est pas pair. Sin > 1, les seuls entiers pairs compris entre 0 (strictement) et

6—§sont2et4.
n

Si21(=3—k=2a|ors3k=2netsi2K=%=4,anrs3k=4n.

n n
Dans les deux cas, n doit étre un multiple de 3.

3 .
z3 = 1 équivaut alors a (exp( )) = 1 soit exp (%) = exp 0 soit il existe un entier K tel que % = 2K.

Supposons désormais que n est un multiple de 3. Il existe alors un entier m tel que n = 3m.

3k . 2n 3k . 4n
b 2 admet alors pour solution k = 5 et b 4 admet alors pour solution k = <

. i2kT i2m . i i2km i4m .
Dans le premier cas, exp Sn)=exp(5)=J et dans le deuxiéme cas, exp . )=exp 5 ) =]

Dans les deux cas, on a bien z3 = 1.

Supposons qu’il existe une fonction f solution du probléeme posé. D’apres la question 2a. :

pour z = j, F(72) = (F(D)? et pour z = j2, F((2)?) = (F(D)" = (FGND? = (FGI*

or f(G*H = f(G*) = fG> %)) = f().

Donc (f(]'))4 = f(j) c’est-a-dire f(j) ((f(j))3 — 1) =0.Comme f(j) # 0car f: Uy, = Usp, (f(i))s =1
D’apreés le début de la question, f(j) = 1 ou f(j) = j ou f(j) = j2.

On ne peut avoir f(j) = 1 quiimplique f(j) = f(1) d’ou j = 1, ce qui est faux.

On ne peut avoir £(j) = j quiimplique f(f())) = f() = j. Or F(F())) = j? et j2 = .

On ne peut avoir £(j) = jZ quiimplique f(£()) = F(G3) = (fF())? = (j*)? = j* = j caralors j? = j.
Conclusion : si n est un multiple de 3, il n’existe pas de fonction : U,,, = U,, telle que pour tout nombre complexe
zde Uy, f(f(2)) = 22.

5. a. Montrons que tout nombre complexe Z de U,, admet un unique antécédent par la fonction qui a z associe le
nombre z2.

. (4 . . i2k
Soit Z un élément de U, Il existe un entier k tel que Z = exp (lznﬂ).

L2 s . . . i2krmt
Un élément z est un élément de U,, s'il existe un entier k’ tel que z = exp ( " )

. . . i2krm\\ 2 i2k ) i4k 2k , . . .
z est un antécédent de Z si et seulement si (exp (12nm)) = exp (an) soit exp (14%) = exp (an) c’est-a-dire il

existe un entier K tel que 4’:“ = % + 2K soit 2k" = k + Kn et ainsi n doit diviser 2k’ — k.

Orketk'sonttelsque0 <k <net0<k'<ndonc0<2k'<net—n<—k <0donc—n<2k'—k<2n.
Comme n divise 2k’ — k, il n’y a que deux possibilités : 2k’ — k = 0 et 2k’ — k = n.

. o e k . . . ,
- Si k est pair, 'égalité 2k’ — k = 0 s’écrit k' = 7 qui convient bien car on a alors bien 0 < k' < n.
L'égalité 2k’ — k = n qui s’écrit 2k’ = k + n ne donne aucune solution car n étant impair et k pair, k + n est impair

et ne peut étre égal a 2k’.

- Si k est impair, I'égalité 2k’ — k = 0 est impossible. L’égalité 2k’ — k = n donne k' = nTHc, qui correspond bien a un

entier car k + n est pair (comme somme de deux nombres impairs) et cette valeur de k' donne bien 'encadrement
0<k'<n.

Dans les deux cas, il y a bien un unique antécédent. La fonction z — z?2 est bijective de U,, dans U,,.

b. ¢ o ¢ = g signifie que pour tout z € U,, (¢ ° ¢)(z) = g(z) soit (p((p(z)) = 72

Comme U, est inclus dans U,,, considérons la restriction a U,, de la fonction f solution du probleme.

Soit z € U,,. D’aprés le a., il existe un unique nombre complexe t tel que z = t2.



Alors @(z) = @(t?) = f(t?) = (f(t))2 et ((p(z))n = ((f(t))z)n = (f(t))zn = 1 car f est a valeurs dans U,,.
Donc ¢(z) € U,.

S’il existe une fonction f solution du probléme, alors la fonction ¢ : U,, —» U, telle que pour toutz € U,,, ¢(z) =
f (2) vérifie : pour tout z € U, 9(9(2)) = f(f(2)) = 2> = g(2).

¢. Supposons maintenant qu’il existe une fonction @ telle que pour tout z € Uy, (¢ © ¢)(z) = g(z) = z2.

Soit z € U,,. Comme U,, est inclus dans Us,,, considérons deux cas.

1° cas : z € Uy. Alors posons f(z) = ¢(z). Onaalors f(f(2)) = f(¢(2)) = ¢(¢(2)) = g(2) = z%.

2¢ cas : z € Uy, \Uy,. Alors soit Z = z2. Z € Uyet, d’aprés la question 5a., Z admet par la fonction g un unique
antécédent 2’ dans U,,. Z’ est tel que g(Z') = z2.

Posons alors f(z) = ¢(Z'). Alors, f(f(z)) =f(pZ") = (p((p(Z’)) =g(Z'") = z°.

La fonction f ainsi définie est solution du probleme.



