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Exercice 1 Sommes d’inverses et constante d’Euler-Mascheroni

Rappels :

- pour comparer deux nombres, on étudie le signe de la différence ;

- pour déterminer le signe d’une fonction, on peut étudier ses variations et chercher les valeurs ou elle s’annule ;
- on peut additionner membre a membre des inégalités de méme sens.

En algébre, on étudie des suites définies par S,, = Z’,ﬁz}éo tyx, ou (t,) est une suite de réels. Ces suites (S,) sont
appelées séries et certaines sont trés connues. La fiche 1 faisait étudier une série convergeant vers le nombre e.
Cet exercice fait étudier deux autres séries trés classiques.

On considére les deux suites (u,) et (v,) définies par :

. _ 1,01 1 _ wk=nl _ 1,1 1 k=
Pourtoutentiern 2 1, u, =1+ S+ o+ -+ =NpZlGetv, =1+ + -+ -+ - =3 7F
1. a. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

1
<

b. Comparer, pour tout entier k > 1, les nombres — et En déduire une majoration du nombre u,,.

k(k 1)
c. Montrer que la suite (u,) converge.

2
On démontre en fait que la limite de la suite (u,) est %.

2. a. Montrer que pour tout réel x > 0, ﬁ <In(l1+x)<=x.

b. En déduire que, pour tout entier k > 1, un encadrement de In(k + 1) — In k.

c. Montrer que, pour tout entiern > 1, In(n + 1) <v, < 1 + Inn. En déduire la limite de la suite (v;,).
3. Soit (wy,) la suite définie par, pour tout entiern = 2, w,, = v,,_1 — Inn.

a. Déterminer le sens de variation de la suite (wy,).

b. Montrer que la suite (w,,) converge.
On appelle constante d’Euler-Mascheroni la limite y de la suite (wy,).

1. a. Pourtoutentiern > 1,upyq — U, = qui est un nombre strictement positif. On en déduit que la suite

1
(n+1)2
(u,,) est strictement croissante.

b. Pourtoutentierk > 2,k >k — 1> 0d’ou, en multipliant par k > 0, k2 > k(k — 1) > 0.
On en déduit que k_12 <

1 .
Kk(k—1) (i)
. 1 1 k—k+1 1
On peut remarquer que, pour tout entier k > 1, P K1) m

On peut alors écrire, en

i . C . . . = 1
additionnant membre a membre les inégalités (i) en faisant varierkdelanet:u, <1+ z’,g;g (k(k—l))'

or 2422 () =22 (5 -0) = (1-9) + G-+ G2+~ + (G -2) + (& -3)
Soit £ (k(kl—l)) =1- %

S . 1
Cela implique que pour tout entiern > 1, u,, < 2 — - < 2.

c. Lasuite (u,) est donc croissante et majorée par 2. On en déduit qu’elle converge vers une limite [ < 2.



2. a. Pour tout réel x >0, on pose f(x) =In(1 + x) —ﬁ,g(x) = x —In(1 + x). Ces deux fonctions sont

dérivables sur [0, +o[ et :
, , _L_l(x+1)—x(1) _1r 1 _ (x+1)-1 x
pour toutréel x 2 0, f(x) = 0 — = e = T TG~ Dz~ G
Onadonc f'(x) = 0, pour tout x € [0, +0].
La fonction f est donc croissante sur [0, +oo[. Or f(0) = 0 donc pour tout x € [0, +o[, f(x) = 0

. X
Soit s In(1 + x).

1 x+1-1
De méme, pourtoutréelx >0,9'(x) =1——= =
P =Y%J9 ( ) x+1 x+1

est donc croissante sur [0, +oo[ et comme g(0) = 0, on en déduit que pour tout x € [0, +oo[, In(1 + x) < x.
b. Pour tout entier k > 1,In(k + 1) —Ink = In“* = In (1 + 7).

xx?, quantité positive sur [0, +o[. La fonction g

1
. . . % L1 1.
D’apreés la question précédente, on a donc 1)’; <In(k+1)—Ink < % soit ms In(k+1)—Ink < P (ii).
k
Ces inégalités s’écrivent successivement :

lcin2-m1<?
2 1

[uy
[ury

~<In3—-ln2<-

w
N

1
Slnn—ln(n—l)SE

1 1

n_+1S In(n+1)—Inn S;

c. En faisant varier k de 1 a n et en additionnant membre a membre les inégalités (ii), on obtient, pour tout
entiern > 1:
Vne1 — 1 <In(n+1) < v,. La premiére inégalité de cet encadrement s’écritaussi v,,1 < 1+ In(n+ 1)
et comme elle est valable pour tout entier n, on a aussi v, < 1 + Inn.
On a donc bien pour tout entiern > 1, In(n+ 1) <v, <1+Inn.
La premiére inégalité suffit pour affirmer que lim v,, = +oo.

n—-oo
3. a. Pourtoutentiern>2,wyy —wy,=v,—In(n+1) —v,_; +Inn= % - lnnT+1 =% —In (1 +%)
D’aprés la question 2a., on en déduit que w,,,; — w,, = 0 et que la suite (w,,) est croissante.
b. Pourtoutentiern>2,w, =v,_ 4 —Innet v, <1l+Inndoncv,_; <1+In(n—-1)

d’otlwnS1+ln(n—1)—1nnsoitwnS1+lnnT_1S1car0SnT_1S1donclnnT_1S0.

La suite (w,,) est donc croissante et majorée. On en déduit que cette suite est convergente.

Sk

La limite y de cette suite, appelée constante d’Euler-Mascheroni, est approchée tres lentement avec la suite (wy,).
Euler en calcula pourtant 16 décimales en 1734. Ce nombre y est encore mal connu (on ne soit toujours pas si c’est
un rationnel ou non) mais il intervient dans d’autres domaines des mathématiques, notamment en arithmétique.

Exercice 2 Comparaison de moyennes

On montre que pour tout entier n tel que n > 1, la fonction f définie sur R* par f(x) = x™ est dérivable (donc

continue) sur R* et strictement croissante sur R*. Comme de plus f(0) = 0 et lirp f(x) = 400, le cas particulier
X—+o00

du théoreme des valeurs intermédiaires permet de dire que f est une bijection de R* sur R* et admet donc une
bijection réciproque g définie sur R*. On dit que g est la fonction racine n'*™ et on note pour tout x de l'intervalle
R, g(x) = Vx.

La fonction racine n'*™ est strictement croissante et vérifie les propriétés suivantes :

Pour tous réels a et b positifs Vab = Va x Vb, side plus b # 0, n\/% = ni\/g .



. . . 1 .

Rappel : pour tous réels strictement positifsa et b, Inab =Ina + In b, In (Z) = —Ina et pour tout entiern > 1,
1

Ina® =nlnaetlnan = %lna.

Pour comparer des produits, il peut étre utile de comparer les logarithmes népériens de ces produits et une somme
de logarithmes népériens peut étre transformée en le logarithme népérien d’un produit.

Soit n un entier tel que n = 2 et a4, ay, ..., a,, n réels strictement positifs on définit la moyenne arithmétique m,
la moyenne géométrique g et la moyenne harmonique h de ces réels par :

a;+az+-+an n 1 1 ( 1 1 1 )
m=———— ="aa, ...a =4 =4 -4+ =
n 9 1%2 n h n a1+a2+ +an

Montrer que pour toutréel x > 0,Inx < x — 1.

1
. e ey 7 ;7 . a a a
2. Appliquer I'inégalité précédente successivement aux nombres ;1;2 ;" pour comparer les nombres g et m.
. 1 1 1 . o s , [
3. Appliquer aux nombres P I'inégalité trouvée précédemment pour les nombres aq, a,, ..., a, et en
1 2 n

déduire une inégalité entre m et h.

1. On considere la fonction f définie sur ]0,+oo[ par f(x) = x —1 —Inx. Cette fonction est dérivable sur
10, +oo[ et pour tout réel x > 0, f'(x) =1 — i = XT_l Sur ]0, +oo[, f'(x)a le signe de x — 1. La fonction f est
donc décroissante sur ]0,1] et croissante sur [1, +o[. Son minimum est donc f(1) = 0. La fonction f est donc
positive et pour toutréel x > 0,Inx < x — 1.

2. Pour tout entier k compris entre 1 et n, % > 0, on peut donc écrire ln% < % — 1. En additionnant membre a
membre ces n inégalités, on obtient : Y X=7 ln% < 2’,:2’;% - n.

ai+az+-+ay

s . . a;+a++a b . . ;. b — a
Orm = , ce qui s'écrit aussi n = ——2—""" |’inégalité précédente s’écrit donc Y K=" ln;k <0.
7 = a a a a a a a
D'autre part, Yk InX =In=2+In=2+..+In2 =In (—1 X =2 X ...% —”).
m m m m m m m

. ;s , . . .a a a .
Ce logarithme népérien est négatif ou nul si et seulement si Zl X ;2 X ... X ;” < 1lsoita;a,..a, <m"

Soit \/a;a; ...a, < m.On adonc bien g < m.

. At o a 1 1
3. Enappliquant I'inégalité précédente aux nombres —,—, ...,—,
a az an
. 11 1 _1(1 , 1 1 y s
on obtient "\/a—x—x e X —S;(—+—+--~+a—) c’est-a-dire 3
1

1
az an a, az n \a1az..an

< Comme les

1
h
nombres g et h sont strictement positifs, cela équivauta g = h.

Exercice 3 Fonctions puissances

Dans le prolongement de la fonction racine n'*™, si a est un réel non nul, on définit sur ]0, +oo[ la fonction puissance
notée f, par f,(x) = e®Inx
On rappelle que pour tout réel x > 0, x = el™*,

= x“.

1. Etudier, suivant les valeurs de q, les variations sur |0, +oo[ de la fonction f.
Etudier, suivant les valeurs de «, les limites en 0 et en +oo de la fonction f.

3. Dans le cas ol a > 0, on prolonge la fonction f, en 0 en posant f,(0) = 0. Montrer que la nouvelle fonction
fo est alors continue en 0 et étudier, suivant les valeurs de a, sa dérivabilité en 0.

4. Choisir plusieurs valeurs particulieres de o représentatives des différents cas étudiés et tracer, sur un méme
graphique, les courbes représentatives des fonctions f, correspondantes.

1. Par composition la fonction f, est dérivable sur ]0, +o[ et pour tout x > 0,



olnx

fl(x) = Zetnx = a”

- = ae(@ V1% Comme la fonction exponentielle est strictement positive, on en
déduit que le signe de f'(x) est celui de . On peut remarquer que f'(x) = ae(®DINx = gya-1,
Donc si a < 0 alors la fonction f;, est strictement décroissante sur ]0,4+oo[, si o = 0 alors la fonction f est

constante et si a > 0 alors la fonction f, est strictement croissante sur ]0, +oo].

Sia<0, limalnx =+ o donc limf,(x) =+ et lim alnx = —co donc lim f,(x) = 0 et les axes du
x—0 x—0 xX—+o00 xX—+o00

repére sont asymptotes a la courbe représentative de la fonction f.

Sia>0,limalnx = —codonclimf,(x) =0et lim alnx = 4+ donc lim f,(x) = +oo.
x—-0 x—0 xX—+o00 xX—+ 00

On suppose dans cette question que a > 0. Alors comme lin(l)fa(x) = (0 et qu’on pose f,(0) = 0, la fonction
X—

prolongée est bien continue en 0.

— JaO+W—fa©@ _ e (q-1)inn

Pour étudier la dérivabilité en 0 de la fonction, on étudie le quotient t(h) - -

d’apres le calcul déja fait a la question 1.
Sia < 1alors }llintl)(a —1)Inh = 400 donc ;llin(l)t(h) = +oo

Si a = 1 alors f,(x) = x et la fonction f, est dérivable en 0 et f,'(0) = 1
Sia > 1 alors }llintl)(a —1)Inh = —oo donc ;llin(l)t(h) = 0 donc la fonction f, est dérivable en 0 et f,'(0) = 0.
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Exercice 4 Aires, intégrales et inégalités

Le plan étant muni d’un repére orthonormal, on définit I'intégrale d’une fonction f continue et positive sur un
intervalle [a, b] comme I'aire du domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe représentant la fonction f et
les droites d’équation x = a et x = b.

Cette aire peut étre majorée, minorée, encadrée par des sommes d’aires de rectangles ou de trapezes lorsque la
fonction est monotone et convexe ou concave, ce qui permet soit de déterminer une valeur approchée de l'aire
soit d’obtenir des inégalités.

Définition : une fonction est dite convexe lorsque pour tous points A et B de sa courbe représentative, le segment
[AB] est situé au-dessus de la courbe.

Propriété 1 : si une fonction f est deux fois dérivable sur un intervalle I, alors f est convexe sur [ si et seulement si
sa dérivée seconde est positive sur .

Propriété 2 : si une fonction f est convexe sur un intervalle I alors, sur I'intervalle I, la courbe représentative de
f est située au-dessus de ses tangentes.

. . . . - b, . . .
On sait que si a et b sont deux réels strictement positifs alors vab < % L’objectif de cet exercice est de

. . b- b
démontrer quesi 0 < a < b alorsvab < o4 a0
Inb-Ina 2

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on considére la courbe représentative sur ]0, +oo[ de la fonction
1

fixm-=
X

b
Montrer que a < % < betquea < +Vab <b.
En partageant l'intervalle [a, b] en deux intervalles comme sur la figure 1 ci-dessous, et en considérant

N . . a+b . b-a a+b
la tangente a la courbe au point d’abscisse =, montrer que si 0 < a < balors T—— <
3. En effectuant un autre partage de l'intervalle [a, b] en deux intervalles, comme sur la figure 2 ci-
. b-a
dessous, montrer que si 0 < a < b alors vab < T oTna

y=1/x
A

A NN SR,

O

~ e ————————

|

|

|

|
C B b
racine(ab)

a+b)/2 Bb

B i e

Figure 1 Figure 2

a+b-2a _ b-a
2 2

a+b a+b 2b—a-b b—-a
doncT>aetb——= =

1. Si0<a<balorsb—a>0.0ra—+b—a=
2 2 2 2

b
donc % < b.

D’autre part, comme a et v ab sont positifs, les comparer revient 8 comparer a et ab. Orab — a? = a(b — a)
qui est un nombre positif donc a < Vab et de méme b? — ab = b(b — a) qui est positif donc Vab < b.



2. Lafonction f est décroissante sur |0, +oo[. De plus, f est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et, pour tout x > 0,
f'x) = —xizet f'(x) = xz—sdonc f'"(x) > 0. La fonction f est donc convexe sur |0, +|.

On en déduit que, si a et b sont deux réels tels que 0 < a < b, la courbe est située au-dessus de sa tangente

T au point d’abscisse — . Une équation de T est y=f (a+b) (x - M) +f (a+b)

1 a+b
Soit f'(x) — (a_+b)2 = (a+b)2 tf( ) = m donc une équationde T est y = —
2

@2 X T o

a+b . . . . .
Comme a < - < b, I'aire A du domaine compris entre la courbe représentant f, I'axe des abscisses et les

droites d’équation x = a et x = b est supérieure a l'aire A’ du trapéze de bases [AD] et [BE].
Pour calculer cette aire calculons les ordonnées des points D et E.
D est le point de T d’abscisse a. Son ordonnée vaut donc :

4 a+b 2 2
YD = T (a2 (a_T)"'m (a+b)2( (2a—a=b)+(a+b)) = i)z 2b) _(a+b)2'
) _ 4 _atb) | 2 o _ _
De meme, yp = (a+b)2 (b 2 )+ a+h (a+b)2( (2b—a=b)+(a+b)) = @ +b)2 (2a) = (a+b)2

1 4(a+b)

On en déduit que A’ = = (AD +BE)(b —a) = X arp)?

(b—a) =m(b—a).
OrA = f dx—[lnx] =Inb—1Ina

D'oulnb —Ina >m(b—a),cequiéquivautpuisque%> Oetlnb —Ina > 0(cara < b)aib> b-a

Inb-Ina
3. Lafonction f est convexe sur |0, +oo[ et a < Vab < b, donc I'aire A est inférieure a la somme des aires des
trapezes ACC'A’ et CBB'C'.
L'aire du trapéze ACC'A’ est égale a

L =5 (A4 +CC)(Vab —a) =3 (Z+2) (Vab —a) =

On calcule de la méme fagon I'aire A, du trapeze CBB'C’ :

a2
%(a+@)(\/@—a)=;zvz_b

A, =3(CC'+BB)(b — Vab) =3 (-=+3) (b — Vab) = ijﬁ(bﬂ@)(b-\@) - ’;Z;g
D'ou Ay + A, = m(b(ab —a?) +a(b? —ab)) = 2abm (2ab? — 2a?b) = %.

Comme A =Inb—InaetA <A, + a‘lz, on obtientlnb —lna < %ce qui équivaut, puisque Vab > 0 et
Inb—Ina > 0(cara < b),avab <

Inb-Ina

Exercice 5 Espérance et variance en indépendance
On rappelle que :
Définition : soit X est une variable aléatoire prenant les valeurs x4, x5, ..., X, alors I'espérance mathématique E (X)
de X et la variance V' (X) de X sont définies par :

E(X) =YE"x,P(X = x;) et V(X) = E((X — E(X))?).
Propriété 1 : soit X et Y deux variables aléatoires et a un réel, alors E(X +Y) = E(X) + E(Y) et E(aX) = aE(X)
Propriété 2 : soit X une variable aléatoire, alors V(X) = E(X?) — (E(X))Z.
Définition : soit X et Y deux variables aléatoires prenant respectivement les valeurs x4, x5, ..., X,, et les valeurs
V1, V2, -, Ym- On dit que X et Y sont indépendantes lorsque pour tout entier i tel que 1 < i < n et pour tout entier
jtelquel <j<m,onaP(X =x;etY =y;) = P(X = x;) X P(Y = y)).

1. Démontrer la propriété 2.
2. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y) etV(X +Y) =
V(X)+ V().



3. Soit X la variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n et p. A I'aide des propriétés ci-dessus,
retrouver I'expression de E (X) et de V(X) en fonction de n et p.

1. VX)=E(X—-EX)*) =E (X2 —-2E(X)X + (E(X))Z). Or E(X) est une constante dont I'espérance est
elle-méme et I'espérance est linéaire d’apres la propriété 1.

Donc V(X) = E(X?) — 2E(X)EX) + (E(X)* = EX?) — (EX))’.

2. Sl X etY deux variables aléatoires prenant respectivement les valeurs x4, x5, ..., x,, et les valeurs y1, Y5, ---, Ym,
alors si on considere la variable aléatoire Z = XY. Les valeurs z prises par Z sont les produits x;y; obtenus
dans un tableau a double entrée (xl-,yj) des valeurs prises par X et par Y. Certains de ces produits peuvent
donner la méme valeur z.

E(Z) = Ztoutes les valeurs z prises par Z Z Ztous les couples (xi,yj) tels que x;y =z P(XY = xiyj)
Cela revient a dire que E(Z) = Xtous tes couptes (x;y;) *iViP ((X, Y) = (xl-,yj))

Soit E(XY) = Zﬁz’f ;z;n x;y;P ((X =x)N¥ = yj)) soit, puisque les variables X et Y sont indépendantes,

E(XY) = B2 ¥ xyP(X = x) P(Y = y))

Soit E(XY) = RiZhx;P(X = x) T2 yiP(Y = y)) = TiZhxP(X = x)E(Y) = EQ) T2 xP(X = x;)
Cest-a-dire E(XY) = E(X)E(Y).

D’autre part, d’aprés la propriété 2, V(X +Y) = E((X + Y)?) — (E(X + Y))?

Soit V(X +Y) = E(X? +2XY +Y2) — (E(X) + E(V))” = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — (E(X))” -

2
2ECNEY) - (E(N))".
Comme les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y).Onadonc:

V(X +Y) = E(X2) + 2E)EY) + E(¥?) — (E(X))* = 2EQOEY) — (E(V))*

Soit V(X +Y) = E(X?) + E(Y?) — (E(X))” — (E(V))* = V(X) + V().

3. Si X est la variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n et p, on peut considérer X comme la
somme de n variables aléatoires X; indépendantes suivant la loi de Bernoulli et prenant la valeur 1 avec la
probabilité p en cas de succes et la valeur O sinon.

Alors, d’aprés la propriété 1: E(X) =EX; + X, + -+ X,) = E(Xy) + E(X,) + -+ E(X,,) = np car pour
touti, E(X;) =p

Et d’aprés la question précédente :

VX)) =VX + X+ -+ X)) =VX)+ V(X)) + -+ V(X)) =np(1 —p)

Exercice 6 Orthogonalité dans un cercle

On peut démontrer une orthogonalité en prouvant qu’un produit scalaire est nul.

Les propriétés opératoires du produit scalaire alliées a la relation de Chasles sont souvent utiles pour calculer des
produits scalaires.

On considere un cercle C de centre O et de rayon R et un point M intérieur au cercle. Par le point M, on méne deux
droites perpendiculaires qui coupent le cercle en A et A’ pour une droite, en B et B’ pour I'autre droite. On note | le
milieu de [AB].
1. Montrer que MA. MA’ = MO? — RZ2.

(On pourra introduire le point C diamétralement opposé a A sur le cercle C).
2. Montrer que la droite (IM) est la hauteur issue de M dans le triangle MA’B’.



1. Soit Cle point diamétralement opposé a A sur le cercle C. B
MA.MA' = MA. (WC+@) = MA.MC + MA. CA’

Or le triangle AA’C a son c6té [AC] diameétre du cercle C. Il est donc
rectangle en A’ et MA.MA’ = MA. MC

Soit MA.MA’ = (MO + OA). (MO + 0C)

Soit MA.MA’ = M0?2 + MO. (OA + OC) + 0A.0C

Or O étant le centre du cercle donc le milieu de [AC], 0OA+0C=0

£t OA. OC = OA. (~0A) = —R?

On a donc bien MA. MA’ = MO? — R2.

On a de méme MB. MB’ = MO? — R? = MA. MA'.

2. Onva montrer que le produit scalaire WW est nul.

| est le milieu de [AB] donc MI = %(m + W) et MI.A'B' = %(m + W) (m + W)
Soit MI.A'B’ = ~MA. A'M + ; MA.MB’ + ~ME.A'M + > ME. MB’

Comme les droites (AA’) et (BB’) sont perpendiculaires en M, MA.MB' = MB.A'M = 0
D’autre part, mm = —MA.MA’ = —MB.MB’

Au final MI. A'B’ = 0 et la médiane issue de M dans le triangle MAB est bien la hauteur issue de M dans le triangle
MA'B’.

Exercice 7 Intersection sphére plan
L'intersection d’une sphére S de centre (L et d’'un plan P peut étre :
- I’'ensemble vide ;
- un point (le plan P est alors tangent a la sphére S) ;
- uncercle
suivant que la distance du centre de la sphere au plan est respectivement .
supérieure, égale ou inférieure au rayon R de la sphére. Q,

Dans le cas ou l'intersection est un cercle, si on note | son centre et r son
rayon alors la droite (QI) est perpendiculaire au plan P donc orthogonale
a toute droite de ce plan.

i
La distance d’un point 4 a un plan P est la distance entre le point A et son projeté orthogonal H sur le plan, c’est-
a-dire le point d’intersection entre le plan P et la perpendiculaire au plan P passant par A.
Propriété : si P est un plan passant par un point B et si 71 est un vecteur normal de P, alors la distance d (4, P) d’un
. AB.1
point Aau plan P estd(4,P) = ﬁ
1. Démonstration et application de la propriété
Dans I'espace muni d’un repére orthonormal, on considere le plan P d’équation ax + by + cz+d = 0,oua # 0.
Soit A(x4, V4, Z4) un point de I'espace et B(xg, Vg, zg) un point du plan P. On note H le projeté orthogonal de A
sur P.

a. Montrer que, si 7 est un vecteur normal du plan P, alors |4B.7i| = AH x ||7].

b. En déduire I'expression de la distance du point A au plan P en fonction de x4, y4,24,a, b, c, d.

2. On considere la sphere S de centre (1,2, —1), de rayon R = 4 et le plan P d’équation 2x + y + 2z = k oU k
est un réel quelconque.
a. Déterminer, suivant les valeurs de k, l'intersection de la sphere S avec le plan P.



1.

2.

b. Dans le cas ou k = —7, déterminer les éléments caractéristiques de I'intersection de la sphére S avec le
plan P.

a. AB.7i = (AH + HB).R = AH.7 + HB.1i.

Le point H est I'intersection du plan P avec la droite perpendiculaire & P passant par A et le vecteur 71 est un
vecteur normal du plan P donc HB.7 = 0 et AB.7 = AH.7.

Or les vecteurs AH et 7 sont colinéaires et forment donc un angle de mesure 0 ou . Le cosinus de cet angle
vaut donc +1 d’ous [AB.7| = [AH.7i| = AH x |[ill.

xB _xA a
b. Ona AB <)’B - )44) et comme P a pour équation ax + by + cz + d = 0, on peut prendre 7t <b>
Zp — Zy c

Alors AB. 7 = (x5 — x2)a + (y5 — y)b + (zg — z4)c = axg + byg + czg — (ax, + by, + cz,).
Or le point B appartienta P donc axg + byg +czg +d =0

d’ou AB.7 = —(ax, + by, + cz,) — d et |Eﬁ| = |lax, + by, + czy + d|

D’autre part, ||| = Va? + b2 + c2.

Au final d(4, P) = AH = %

a. Ladistance du point (1,2, —1) au plan P d’équation 2x + y + 2z — k = 0 est égale a

d(Q,P) = lzj%kl = lz;kl et le rayon de la sphére S est 4.

L'intersection de la sphére S avec le plan P est donc:

- I'ensemble vide si @ > 4 soit |2 — k| > 12 soit 2 — k € | =00, —12[ U |12, 4o soit k € |—c0,—10[ U
114, +oo[ ;

- réduita un pointsi |2 — k| = 12 soit k € {—10,14} et le plan est alors tangent a la sphére S ;

- uncerclesi % < 4soit |2 — k| <12 soit 2 — k € |—10,14[.

c. Si k=-7, nous sommes dans le cas ou |2 — k| < 12 donc |
I'intersection entre la sphéere S et le plan P est un cercle C.

Soit | le centre, r le rayon et M un point du cercle C. Comme la

droite (QI) est perpendiculaire au plan P, le triangle MI Q est

rectangle en | d’ou 2 + QI? = R?.

oral = =3 etR=4dour?=16-9=7 i R
Le cercle C a donc pour rayon r = V7 et son centre | est un point Q:v"'
du plan P dont une équation est 2x +y + 2z = —7 tel que le
2
vecteur 7 <1) soit vecteur directeur de la droite (QI), ce qui signifie
2

x;—1=2A x;p=1+4+2A
gu’il existe un réel A tel quem = A soit {y, —2=2A soit{ V=24 A .

z;+1=2A z;=—1+42A
En reportant dans I'équation 2x + y + 2z = —7 du plan P,
on obtient: 2(1+20) + (2+ A) +2(—1+ 2)) = —7 soit 9 A = —9 soit A = —1 ce qui donne I(—1,1,-3)
comme centre du cercle C.



