
Thème : Nombres 

Exercice 1 Flocon  
Les treize entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 doivent être utilisés, chacun 
une fois, pour remplir les disques constituant le motif ci-contre. Les sommes de cinq 
nombres alignés (il y a trois alignements) et la somme des sept nombres situés le plus 
près du centre sont égales. 
1. Quelle est la plus petite valeur possible pour ces sommes ? 
2. Quelles sont toutes les valeurs possibles ? 
 
Appelons ί cette somme commune et ὼ le nombre inscrit dans le disque central. Il vient : 

σί ρ ς σ τ υ φ χ ψ ω ρπρρρςρσςὼ 
Ou encore σί ωρςὼ 
Les multiples de 3 supérieurs à 91 et impairs possibles sont : 93, 99, 105, 111, 117 (ὼ est inférieur ou égal à 13). 
Les sommes possibles sont donc 31, 33, 35, 37 et 39. Encore faut-ƛƭ ǉǳΩŜƭƭŜǎ ǎƻƛŜƴǘ ŜŦŦŜŎǘƛǾŜƳŜƴǘ ǊŞŀƭƛǎŀōƭŜǎΦ 
5ΩŀƛƭƭŜǳǊǎΣ ƻƴ ƴΩŀ Ǉŀǎ ǊŜƎŀǊŘŞ ƭŀ ǎŜŎƻƴŘŜ ŎƻƴŘƛǘƛƻƴΦ 
 
Cas ὼ ρ On doit faire 
trois sommes égales à 
30 de quatre entiers 
compris entre 2 et 13 et 
une somme égale à 30 
de six tels entiers. 

Cas ὼ τ On doit faire 
trois sommes égales à 29 
de quatre entiers distincts 
de 4 inférieurs ou égaux à 
13 et une somme égale à 
29 de six tels entiers 

Cas ὼ χ. On doit faire 
trois sommes égales à 28 
de quatre entiers distincts 
de 7 inférieurs ou égaux à 
13 et une somme égale à 
28 de six tels entiers 

Cas ὼ ρπ. On doit 
faire trois sommes 
égales à 27 de quatre 
entiers distincts de 10 
inférieurs ou égaux à 13 
et une somme égale à 
27 de six tels entiers 

Cas ὼ ρσ. On doit 
faire trois sommes 
égales à 26 de quatre 
entiers distincts de 7 
inférieurs ou égaux à 13 
et une somme égale à 
26 de six tels entiers 

 

   
 

 hƴ ŎƻƴǎǘŀǘŜ ǉǳΩƛƭ ŜȄƛǎǘŜ ŎƘŀǉǳŜ Ŧƻƛǎ ŀǳ Ƴƻƛƴǎ ǳƴŜ ǎƻƭǳǘƛƻƴ 
 
Exercice 2 Arrière-arrière-Χ-petite-ŦƛƭƭŜ ŘΩ9ǊŀǘƻǎǘƘŝƴŜ 
Ashley écrit les 2018 premiers entiers strictement positifs. Elle souligne ensuite chacun des 2018 entiers qui est 
un multiple de 2, puis elle souligne chacun des 2018 entiers qui est un multiple de 3, puis elle souligne chacun des 
2018 entiers qui est un multiple de 5. EnsuitŜΣ !ǎƘƭŜȅ ŎŀƭŎǳƭŜ ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜ ǘƻǳǎ ƭŜǎ ŜƴǘƛŜǊǎ ǉǳƛ ƴΩƻƴǘ Ǉŀǎ ŞǘŞ 
soulignés. Quelle est cette somme ? 
/ƻƳƳŜƴœƻƴǎ ǇŀǊ ŜǎǎŀȅŜǊ ŘŜ ǘǊƻǳǾŜǊ ŎƻƳƳŜƴǘ ǎΩŜȄǇǊƛƳŜ ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜǎ ŜƴǘƛŜǊǎ 
compris entre 1 et un entier donné ὲ. Faisons un dessin. Le carré de côté ὲ est 
découpé en trois parties, la diagonale (points noirs), la partie située au-dessus de la 
ŘƛŀƎƻƴŀƭŜ Ŝǘ ƭŀ ǇŀǊǘƛŜ ǎƛǘǳŞŜ Ŝƴ ŘŜǎǎƻǳǎΦ [ΩŀƛǊŜ ƎǊƛǎŞŜ ŎƻǊǊŜǎǇƻƴŘ Ł ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜǎ 

entiers compris entre 1 et ὲ. Cette somme vaut donc Ὓ ὲ  . On a 

Ὓ ρ ππως πρω. De cette somme, il convient de retrancher les multiples de 
2, dont la somme est le double de la somme des entiers compris entre 1 et 1 009, 
les multiples de 3, dont la somme est le triple de la somme des entiers compris 
entre 1 et 672, les multiples de 5, dont la somme vaut 5 fois la somme des entiers 
compris entre 1 et 403. La nouvelle somme est donc 

 Ὓᴂ ρ ππως πρωρ ππωρ πρπσ σσφφχσυ τπσςπς φχ σσσΧ ŎŀǊ ƛƭ Ŧŀǳǘ ǘŜƴƛǊ 

compte des multiples de 6, des multiples de 10 et des multiples de 15 qui ont été ôtés deux fois. 

Ὓͼ  φχ σσσφ ρφψσσχρπςπρρπρρυφχρσυφρρ πτψΧ 

aŀƛǎ ƭŜǎ ƳǳƭǘƛǇƭŜǎ ŎƻƳƳǳƴǎ Ł с Ŝǘ мл όŎΩŜǎǘ-à-ŘƛǊŜ ƭŜǎ ƳǳƭǘƛǇƭŜǎ ŘŜ олύΣ Ł мл Ŝǘ мр όŎΩŜǎǘ-à-dire encore les 
ƳǳƭǘƛǇƭŜǎ ŘŜ олύΣ Ł с Ŝǘ мр όŎΩŜǎǘ-à-dire à nouveau les multiples de 30), ont été rajoutés deux fois. Il faut donc 

soustraire 5 fois la somme des multiples de 30. Finalement Ὓᴂᴂᴂ φρρ πτψυ φχστ υωω φυψ 



 
Exercice 3 Rétrogradation 
[Ŝ ŎƘƛŦŦǊŜ ƭŜ Ǉƭǳǎ Ł ƎŀǳŎƘŜ ŘŜ ƭΩŞŎǊƛǘǳǊŜ ŘŞŎƛƳŀƭŜ ŘΩǳƴ ŜƴǘƛŜǊ ὔ est 1. Quand on multiplie ὔ par 3, les chiffres de ὔ 

sont conservés ainsi que leur ordre, hormis pour le 1 qui devient chiffre des unités. Quel est ὔ ? 
Observer les résultats du produit de ὔ ǇŀǊ нΣ пΣ рΣ с Ŝǘ тΧ 

 
Le chiffre des unités du produit 1ABCDE×3 est un 1. Donc, le chiffre des unités du produit 3×E doit être un 1. 
Donc E doit être un 7.  
On a donc : 1ABCD7×3 = ABCD7 1 
[ƻǊǎǉǳΩƻƴ ŎƻƳƳŜƴŎŜ Ł effectuer cette multiplication, on obtient 3×7 = 21 et le 2 représente2 dizaines (qui 
devient une retenue de 2 dans la colonne des dizaines). 
Pour continuer la multiplication, on fait 3×D+ 2 (dizaines) pour obtenir 7 (dizaines) dans la colonne des dizaines de 
la réponse. Si on avait fait 3×D, on aurait obtenu 5 (dizaines). 
Donc, D doit être un 5. On a donc : 1ABC5 7×3 = ABC5 7 1 
Pour continuer la multiplication, on fait 3×C+ 1 (dizaines) pour obtenir un 5 dans la colonne des centaines de la 
réponse. 
Si on avait fait 3×C, on aurait obtenu 4 (centaines). 
Donc, C doit être un 8. On sait que 3×8 + 1 = 25 (centaines), ce qui représente 5 centaines et une retenue de 2 
dans la colonne des milliers. On a donc : 
1AB8 5 7×3 = AB8 5 7 1 
Pour continuer la multiplication, on fait 3×B+ 2 (milliers) pour obtenir un 8 dans la colonne des milliers de la 
réponse. Si on avait fait 3×B, on aurait obtenu 6 (milliers). Donc, B doit être un 2.  
On sait que 3×2 + 2 = 8 (milliers). On a donc : 1A2 8 5 7×3 = A2 8 5 7 1 
Pour continuer la multiplication, on fait 3×A (dix milliers) pour obtenir un 2 dans la colonne des dix milliers de la 
réponse. 
Donc, A doit être un 4. On a donc : 1 4 2 8 5 7×3 = 4 2 8 5 7 1 
On peut vérifier cette multiplicŀǘƛƻƴ ǇƻǳǊ ǎΩŀǎǎǳǊŜǊ ǉǳΩŜƭƭŜ Ŝǎǘ ōƻƴƴŜΦ 

 
Exercice 4 La splendeur des Anderson 
Un nombre Anderson est un entier strictement positif k inférieur à 10 000 dont le carré se termine par les chiffres 
de k.  
Par exemple, 25 est un nombre Anderson puisque 625 se termine par нрΣ Ƴŀƛǎ тр ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ǳƴ ƴƻƳōǊŜ Anderson 
puisque 5625 ne se termine pas par 75. 
Faire la liste de tous les nombres Anderson pairs. 
Les entiers strictement positifs 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ont pour carrés respectifs 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 et 81. 
Parmi ces carrés, 1, 25 et 36 sont les seuls qui se terminent par le même chiffre que celui de leur racine carrée. 
9ƴ ŘΩŀǳǘǊŜs termes, 1, 5 et 6 sont les nombres Anderson ŘΩǳƴ ŎƘƛŦŦǊŜ Ŝǘ с Ŝǎǘ ƭŜ ǎŜǳƭ ƴƻƳōǊŜ !ƴŘŜǊǎƻƴ ǇŀƛǊ ŘΩǳƴ 
chiffre. 
Pour déterminer tous les nombres Anderson de deux chiffres, on remarqueΣ ŘΩŀǇǊŝǎ ŎŜ ǉǳƛ ǇǊŞŎŝŘŜΣ ǉǳΩǳƴ ǘŜƭ 
nombre k doit avoir 6 pour chiffre des unités.  
On cherche donc des nombres Anderson k de deux chiffres ayant pour chiffres c6. 
Ce nombre ǎΩŞŎǊƛǘ k = 10c + 6. 
Donc Ὧ ρππὧ ρςπὧ σφ ρππὧ ὧ ρπςὧ σ φ 
Le chiffre des unités de Ὧ est donc 6. 
Pour que k soit un nombre Anderson, il faut que le chiffre des dizaines de Ὧ soit cΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire que les deux 
derniers chiffres de Ὧ soient c6. 
Donc, le chiffre des dizaines de Ὧ doit être égal au chiffre des unités de 2c + 3. 
 Donc k = 10c + 6 est un nombre Anderson lorsque le chiffre des unités de 2c + 3 est le chiffre c. 
On vérifie les 9 valeurs possibles de c pour conclure que la seule qui vérifie la condition est c = 7. 
Donc, k = 76 est le seul nombre Anderson pair de deux chiffres. 
(On peut vérifier que 762 = 5776 et que ce dernier nombre se termine par 76). 
On cherche maintenant un nombre Anderson pair k de trois chiffres. 
En utilisant un argument semblable au précédent, on conclut que les chiffres de k sont bтΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire : 
Ὧ ρππὦ χφ 
On a alors Ὧ ρππππὦ ρυςππὦ υχχφρππππὦ ὦ ρπππυὦ υ ρππςὦ χ χφ 



Pour que k soit un nombre Anderson, le chiffres des centaines  de Ὧ doit être celui de k, ŎΩŜǎǘ-à-dire, le chiffre 
des unités de ςὦ χ doit être b. On vérifie que seul b = 3 convient. 
Donc, k = 376 est le seul nombre Anderson pair de trois chiffres. 
(On peut vérifier que 3762 = 141 376 et que ce nombre se termine par 376). 
Il reste à déterminer les nombres Anderson pairs de quatre chiffres. 
En utilisant un argument semblable au précédent, on conclut que les chiffres de k sont a376. 
Un raisonnement analogue conduira au fait que le chiffre des milliers a doit être le chiffre des unités de 2a + 1 et 
que la seule valeur possible est a = 9. 
Donc, k = 9376 est le seul nombre Anderson pair de quatre chiffres. 
(On peut vérifier que 93762 = 87 909 376 et que ce nombre se termine par 9376) 
 
Exercice 5 ¦ƴŜ ŎƻƴǎŞǉǳŜƴŎŜ ŘŜ ƭΩƛƴŞƎŀƭƛǘŞ ǘriangulaire 
On considère trois réels positifs tels que, pour chaque paire de réels choisis parmi ces trois réels, la différence 
entre la somme de ces deux réels et le réel restant soit positive. 
Montrer que le produit de ces trois différences est inférieur ou égal au produit des trois nombres 
Soit a, b et c ces trois nombres. On sait que ὥ ὦ ὧ π, ὦ ὧ ὥ π et ὧ ὥ ὦ π. 
On va comparer le produit ὥ ὦ ὧ ὦ ὧ ὥ ὧ ὥ ὦ au produit ὥὦὧ (qui sont des nombres positifs) en 
comparant leur carrés. 

ὥ ὦ ὧ ὦ ὧ ὥ ὧ ὥ ὦ ὥ ὦ ὧ ὥ ὦ ὧ ὦ ὧ ὥ ὦ ὧ ὥ ὧ ὥ ὦ ὧ ὥ ὦ 

Or, ὥ ὦ ὧ ὥ ὦ ὧ ὥ ὦ ὧ  qui est inférieur ou égal à ὥ. 
On procède de même pour les autres facteurs regroupés par deux et on a le résultat voulu. 
 
Exercice 6 2 018 entre deux palindromes 
Dans cet exercice, on considère des nombres entiers écrits dans le système décimal de position. Un palindrome 
est un nombre semblable au nombre obtenu en renversant la position de ses chiffres : 202, 4554, 12 321, etc. 
sont des palindromes. 
Si on ajoute à 2 018 un certain palindrome, on obtient un autre palindrome. Quels sont-ils ? 

 

Ajoutons un nombre palindrome de deux chiffres à 2 018. Le résultat a quatre chiffres, son chiffre des unités est 

donc 2 et le nombre à ajouter est 44. Mais ς πρψττ ς πφςȢ пп ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ǳƴŜ ǎƻƭǳǘƛƻƴΦ 
Ajoutons un nombre ὔ de trois chiffres à 2 018Φ [Ŝ ƴƻƳōǊŜ ƻōǘŜƴǳ ǎΩŞŎǊƛǘ ŜƴŎƻǊŜ ŀǾŜŎ ǉǳŀǘǊŜ ŎƘƛŦŦǊŜǎΦ Lƭ Ŝǎǘ 
supérieur à  3 000 dans le cas où ὔ ωψςΣ Ŝǘ ǎƛ ŎΩŜǎǘ ǳƴ ǇŀƭƛƴŘǊƻƳŜ ŀƭƻǊǎ ƴŞŎŜǎǎŀƛǊŜƳŜƴǘ ὔ a pour chiffre des 
ǳƴƛǘŞǎ рΣ ŀƭƻǊǎ ǉǳΩƻƴ ŀǘǘŜƴŘ фΦ tŀǎ ŘŜ ǎƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ŎŜ ŎƾǘŞΦ 
Si la somme a quatre chiffres, alors le chiffre des unités de ὔ est  4. Son chiffre des centaines aussi. Si on ajoute 

404 à 2018 on trouve 2 422. Le seul chiffre des dizaines convenable est 2 : ς πρψτςτς ττς. 
Ajoutons un nombre de quatre chiffres à 2 018. Si ce nombre est inférieur à 7 982, le résultat a encore quatre 
chiffres. Si son chiffre des unités est ὥ, son chiffre des milliers est aussi ὥ, et on doit avoir ὥ ψ et ὥ ς ou 
ὥ ς ρ όŜƴ Ŏŀǎ ŘŜ ǊŜǘŜƴǳŜύ ŎƻƴƎǊǳǎ ƳƻŘǳƭƻ мл όƛƭǎ ǎƻƴǘ ŞƎŀǳȄ ƻǳ ŘƛŦŦŝǊŜƴǘ ŘŜ млύΦ /Ŝ ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ǇƻǎǎƛōƭŜΦ [Ŝǎ 
palindromes à quatre chiffres compris entre 7 983 et 9 999 ajoutés à 2 018 donneraient un chiffre des dizaines de 
mille égal à 1. Leur chiffre des unités devrait donc être 3 (8 + 3 = 11) et donc aussi leur chiffre des mille, trop petit. 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 

 

  



Thème : Angles et distances 

Exercice 1 Aiguë, aigu, obtuse, obtus 
Un angle aigu a une mesure strictement inférieure à 90°. 
Combien un polygone convexe peut-ƛƭ ŎƻƳǇƻǊǘŜǊ ŘΩŀƴƎƭŜǎ ŀƛƎǳǎ ? 
Rappel : ŎƘŀǉǳŜ ŘǊƻƛǘŜ ǎǳǇǇƻǊǘ ŘΩǳƴ ŎƾǘŞ ŘΩǳƴ ǇƻƭȅƎƻƴŜ ŎƻƴǾŜȄŜ détermine deux demi-plans dont un contient 
entièrement le polygone. 

 {ƛΣ ǇŀǊǘŀƴǘ ŘΩǳƴ ǎƻƳƳŜǘ ŘΩǳƴ ǇƻƭȅƎƻƴŜΣ ƻƴ 
suit son contour, à chaque sommet suivant 
ƻƴ ǘƻǳǊƴŜ ŘΩǳƴ ŀƴƎƭŜ ǎǳǇǇƭŞƳŜƴǘŀƛǊŜ Ł 
ƭΩŀƴƎƭŜ Řƻƴǘ ŎŜ ŘŜǊƴƛŜǊ ǎƻƳƳŜǘ Ŝǎǘ ƭŜ 
ǎƻƳƳŜǘΦ {Ωƛƭ ȅ ŀ ǉǳŀǘǊŜ ŀƴƎƭŜǎ ŀƛƎǳǎΣ ƻƴ 

tourne de plus de τ ωπ σφπΦ /Ŝ ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ǇƻǎǎƛōƭŜΦ 
Exercice 2  Triangle isocèle caché 
Les points A et B appartiennent au même cercle de centre O et le triangle 
!h. Ŝǎǘ ǊŜŎǘŀƴƎƭŜ Ŝƴ hΦ [ŀ ƳŞŘƛŀǘǊƛŎŜ Řǳ ǎŜƎƳŜƴǘ ώh.ϐ ŎƻǳǇŜ ƭΩŀǊŎ !. Ŝƴ YΦ 
Le segment [OK] coupe [AB] en L. 
Montrer que le triangle AKL est isocèle. 
Le triangle OKB est équilatéral (OK = KB puisque K appartient à la médiatrice 
de [OB], et OB = OK puisque ce sont des rayons du même cercle). Le triangle 
OAK est isocèle de sommet principal O, et son angle en O a pour mesure 30° 
(un angle droit moins un anƎƭŜ ŘΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ŞǉǳƛƭŀǘŞǊŀƭύΦ Lƭ ǎΩŜƴǎǳƛǘ ǉǳŜ ǎŜǎ ŀƴƎƭŜǎ Ł ƭŀ ōŀǎŜ ƳŜǎǳǊŜƴǘ трϲΦ /ƻƳƳŜ 

h!. Ŝǎǘ ǊŜŎǘŀƴƎƭŜ ƛǎƻŎŝƭŜ Ŝǘ ǉǳŜ ƭΩŀƴƎƭŜ /!+ ƳŜǎǳǊŜ трϲΣ ƻƴ Ŝƴ ŘŞŘǳƛǘ ǉǳŜ ƭΩŀƴƎƭŜ ,!+ mesure 30°. En 
ŎƻƴǎƛŘŞǊŀƴǘ ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜǎ ŀƴƎƭŜǎ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ [!YΣ ƻƴ ŘŞŘǳƛǘ ǉǳΩƛƭ Ŝst isocèle de sommet principal A. 
 
Exercice 3 Les Acutangle contre les Obtusangle 
hƴ Řƛǘ ǉǳΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ Ŝǎǘ ŀŎǳǘŀƴƎƭŜ ƭƻǊǎǉǳŜ ǘƻǳǎ ǎŜǎ ŀƴƎƭŜǎ ǎƻƴǘ ŀƛƎǳǎ Ŝǘ ƻƴ Řƛǘ ǉǳΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ Ŝǎǘ ƻōǘǳǎŀƴƎƭŜ 
ƭƻǊǎǉǳΩƛƭ ŀ ǳƴ ŀƴƎƭŜ ƻōǘǳǎΦ 
1. Montrer que si a, b et c sont les longueurs (avec  ὥ ὦ ὧύ ŘΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ƻōǘǳǎŀƴƎƭŜΣ ŀƭƻǊǎ ὥ ὦ ὧ. 
2. Déterminer tous les entiers naturels x ǘŜƭ ǉǳΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ Řƻƴǘ ƭŜǎ ŎƾǘŞǎ ƻƴǘ ǇƻǳǊ ƭƻƴƎǳŜǳǊǎ 10, 17 et x soit 
obtusangle.  
 

1. On considère un triangle obtusangle ABC Řƻƴǘ ƭΩŀƴƎƭŜ ὃὅὄ est obtus. 
On pose AB = c, AC = b et BC = a. 
On trace un segment [CD] de longueur b et perpendiculaire à [BC].  
 Le théorème de Pythagore appliqué au triangle BCD est rectangle en C donne : 

ὄὈ Ѝὄὅ ὅὈ Ѝὥ ὦ . Or, le triangle ACD est isocèle avec CA = CD.  

Donc ὅὈὃὅὃὈ. 

De plus, ὄὈὃὅὈὃ  et ὅὃὈὄὃὈ . Donc ὄὈὃὄὃὈ et, dans le triangle BDA, on a BA > BDΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire 

ὧ Ѝὥ ὦ soit ὧ>ὥ ὦΣ ŎŜ ǉǳΩƛƭ Ŧŀƭƭŀƛǘ ŘŞmontrer. 
2. Supposons que la longueur x Ŝǎǘ ƭŀ ƭƻƴƎǳŜǳǊ Řǳ Ǉƭǳǎ ƎǊŀƴŘ ŎƾǘŞ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ƻōǘǳǎŀƴƎƭŜΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire supposons 
que ρπ ρχ ὼ. 
5ΩŀǇǊŝǎ ƭΩƛƴŞƎŀƭƛǘŞ ǘǊƛŀƴƎǳƭŀƛǊŜΣ ƻn doit donc avoir 10 + 17 > x et ŘΩŀǇǊŝǎ ƭŜ ŀΦΣ ƻƴ Řƻƛǘ ŀǾƻƛǊ ρπ ρχ ὼ. 
5ΩŀǇǊŝǎ ƭŀ ǇǊŜƳƛŝre condition, x < 27. Puisque x est un entier, x Җ 26. 
5ΩŀǇǊŝǎ ƭŀ ŘŜǳȄƛŝme condition, ὼ σψω. Comme x est un entier, x җ 20. Les valeurs possibles sont donc x = 20, 21, 
22, 23, 24, 25, 26. 
Supposons que la longueur x ƴΩŜǎǘ Ǉas la longueur du plus grand côté du triangle obtusangle, ŎΩŜǎǘ-à-dire 
supposons que x Җ 17. (On sait aussi que 10 Җ мтΦ Lƭ ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ƛƳǇƻǊǘŀƴǘ ŘŜ ǎŀǾƻƛǊ lequel de 10 et de x est le plus 
grand.) 
On doit avoir x + 10 > 17 et ρπ ὼ ρχ. 
5ΩŀǇǊŝǎ ƭŀ ǇǊŜƳƛŝre condition, x > 7. Puisque x est un entier, alors x җ 8. 
5ΩŀǇǊŝǎ ƭŀ ŘŜǳȄƛŝme condition, ὼ ρψω. Comme x est un entier, alors x Җ 13. Les valeurs possibles sont donc x = 
8, 9, 10, 11, 12, 13. 
En tout, les valeurs possibles de x sont 8, 9, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25 et 26. 

 



Exercice 4 Bille coincée 
Un cylindre a un rayon de 12 et une hauteur de 30. La base circulaire supérieure du cylindre 
Ŝǎǘ ƭŀ ōŀǎŜ ŘΩǳƴ ŎƾƴŜ Ŝǘ ƭŜ ŎŜƴǘǊŜ ŘŜ ƭŀ ōŀǎŜ ŎƛǊŎǳƭŀƛǊŜ ƛƴŦŞǊƛŜǳǊŜ Řǳ ŎȅƭƛƴŘǊŜ Ŝǎǘ ƭŜ ǎƻƳƳŜǘ Řǳ 
ŎƾƴŜΦ hƴ ǇƭŀŎŜ ǳƴŜ ǎǇƘŝǊŜ Ł ƭΩƛƴǘŞǊƛŜǳǊ Řǳ ŎȅƭƛƴŘǊŜ ŘŜ ƳŀƴƛŝǊŜ ǉǳΩelle touche au cône, à la 
base du cylindre et à la surface latérale du cylindre, comme dans la figure ci-contre.  
Quel et le rayon r de la sphère ? 

 
On coupe le cylindre, le cône et la sphère par un plan vertical qui passe par les centres 
des faces supérieure et inférieure du cylindre et par le centre de la sphère. 
Les sections transversales respectives obtenues à partir du cylindre, du cône et de la 
sphère sont un rectangle, un triangle et un cercle. 
Puisque la sphère touche au cylindre et au cône, la section qui en résulte donne un cercle 
qui est tangent à deux côtés du rectangle (en F et H) et à un côté du triangle (en G). 
Puisque les rayons sont perpendiculaires aux tangentes aux points de contact, (OF) est 
perpendiculaire à (AD), (OG) est perpendiculaire à (AE) et (OH) est perpendiculaire à (DE). 
De plus, OF = OG = OH = r. 

Puisque le cylindre a un rayon de 12, alors DE = 12. 
Puisque le cylindre a une hauteur de 30, alors AD = 30. 
[Ŝ ǉǳŀŘǊƛƭŀǘŝǊŜ ChI5 ŀ ŘŜǎ ŀƴƎƭŜǎ ŘǊƻƛǘǎ Ŝƴ CΣ 5 Ŝǘ IΦ /ΩŜǎǘ ŘƻƴŎ ǳƴ rectangle. De plus, OF = OH = r, donc FOHD 
est un carré et DH = DF = r. 
tǳƛǎǉǳŜ 59 Ґ мн Ŝǘ 5I Ґ ǊΣ ŀƭƻǊǎ 9I Ґ мн ҍ ǊΦ 
tǳƛǎǉǳŜ !5 Ґ ол Ŝǘ 5C Ґ ǊΣ ŀƭƻǊǎ !C Ґ ол ҍ ǊΦ 
tǳƛǎǉǳŜ ό!Dύ Ŝǘ ό!Cύ ǎƻƴǘ ŘŜǎ ǘŀƴƎŜƴǘŜǎ ƳŜƴŞŜǎ Ł ǇŀǊǘƛǊ ŘΩǳƴ ƳşƳŜ ǇƻƛƴǘΣ ŀƭƻǊǎ !D Ґ !C Ґ ол ҍ ǊΦ 
(En effet, les triangles AF O et AGO sont rectangles, ils ont un côté commun [AO] et deux côtés de même longueur 
[FO] et [GO]. Ils sont donc isométriques.) 
5Ŝ ƳşƳŜΣ 9D Ґ 9I Ґ мн ҍ ǊΦ 5Ŝ ǇƭǳǎΣ !9 Ґ !D Ҍ D9Φ 

5ΩŀǇǊŝǎ ƭŜ ǘƘŞƻǊŝƳŜ ŘŜ tȅǘƘŀƎƻǊŜ Řŀƴǎ ƭŜ ǘǊƛŀngle ADE, !% Ѝρς σπ Ѝρπττ. 

Donc Ѝρπττσπὶ ρςὶΣ ŘΩƻǴ ὶ ςρ Ѝρπττ2. 

 
Exercice 5 Essaim de cercles 
On considère dans la figure ci-contre des cercles X, C2 et C3,  de rayons respectifs r, 2 et 3, et 
ǘŜƭǎ ǉǳŜ ŎƘŀǉǳŜ ŎŜǊŎƭŜ Ł ƭΩŜȄŎŜǇǘƛƻƴ ŘŜ ŎŜƭǳƛ ŀǳ centre, soit tangent à exactement trois 
autres cercles. Le cercle au centre est tangent à tous les autres. Déterminer une valeur 
approchée à 10-3 près du rayon r. 

 

En considérant les centres A, B, C, D, E, F, G H des cercles, définis comme dans la figure ci-
contre et les cercles deux à deux tangents, on obtient les égalités suivantes : 
AB = AG = 4, BD = AD = AE = AF = GF = 5, DE = EF = 6 et HA = HB = HG = r + 2. 
Les triangles ABD et AGF ont des côtes de même longueurs 5, 5 et 6. Ils sont donc 
ƛǎƻƳŞǘǊƛǉǳŜǎΦ Lƭ Ŝƴ Ŝǎǘ ŘŜ ƳşƳŜ ŘŜǎ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ !.5 Ŝǘ !DC ŘΩǳƴŜ ǇŀǊǘ Ŝǘ ŘŜǎ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ 

ABH et AGH. 
On en déduit que  

(!""!$$!%(!''!&&!%. C 
CƻƳƳŜ ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜ ǘƻǳǘŜǎ ŎŜǎ ƳŜǎǳǊŜǎ ŘΩŀƴƎƭŜǎ Ǿŀǳǘ оулύΣ ƻƴ 
en déduit que les deux sommes précédentes valent chacune 
180°. On considère alors la moitié de la figure ci-contre. 

En appelant K le milieu de [DE] et L le milieu de [AB]. Dans le triangle ADE, isocèle en A, on a DK = KE =   = 3 et la 

ƳŞŘƛŀƴŜ ό!Yύ Ŝǎǘ ŀǳǎǎƛ ƘŀǳǘŜǳǊ ƛǎǎǳŜ ŘŜ ! Ŝǘ ōƛǎǎŜŎǘǊƛŎŜ ŘŜ ƭΩŀƴƎƭŜ %!$. De même, en se plaçant dans le triangle 

ADB isocèle en H, on a BL = AL = 2, la médiane (DL) est aussi bissectrice et hauteur. 

Dans les triangles EAK et LAD rectangles respectivement en K et L, on a donc : 

 ÓÉÎ %!+  et ÃÏÓ ,!$   ŘΩƻǴ %!+σφȟψχЈ et ,!$φφȟτςЈ. 

On en déduit que (!,ρψπЈ ,!$ς%!+σωȟψτЈ. 

Comme ÃÏÓ (!, , on en déduit πȟχφχωΣ ŘΩƻǴ ὶ πȟφπυ. 



Exercice 6 Pythagore allongé 
On considère un carré ABCD. Sur la diagonale [AC], on place, comme sur la figure ci-contre, 

les points E, et F tels que AE = x, EF = y et FC = z. On suppose de plus que ὉὈὊτυЈ. 
Montrer que ώ ὼ ᾀ. 
 
On fait subir au triangle DFC une rotation de cenǘǊŜ 5 Ŝǘ ŘΩŀƴƎƭŜ флϲ Řŀƴǎ ƭŜ ǎŜƴǎ 5/!Φ 

Comme [AC] est la diagonale du carré ABCD, %!$&#$τυЈ. 

Par rotation, &ᴂ!$&#$τυЈ. On en déduit ὊᴂὃὉ τυЈ τυЈ ωπЈ. 
5ŀƴǎ ƭŜ ǘǊƛŀƴƎƭŜ CΩ!5 ǊŜŎǘŀƴƎƭŜ Ŝƴ !Σ ƻƴ ŀ ŘƻƴŎ : 
 ὊᴂὉ Ὂᴂὃ ὃὉ Ὂᴂὅ Ὂὅ ᾀ ὼ. 

5ΩŀǳǘǊŜ ǇŀǊǘΣ ǘƻǳƧƻǳǊǎ ǇŀǊ ǊƻǘŀǘƛƻƴΣ &ᴂ!$&$# donc  

&ᴂ$%&ᴂ$!$!%&$#!$%ωπЈ %$#ωπЈ τυЈ τυЈ 
[Ŝǎ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ CΩ59 Ŝǘ C59 ǎƻƴǘ ǘŜƭǎ ǉǳŜ Υ ƭŜ ŎƾǘŞ ώ59ϐ ƭŜǳǊ Ŝǎǘ ŎƻƳƳǳƴΣ CΩ5 Ґ C5 et  

- ὊᴂὈὉ ὉὈὊ. 
/Ŝǎ ŘŜǳȄ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ ǎƻƴǘ ŘƻƴŎ ƛǎƻƳŞǘǊƛǉǳŜǎ Ŝǘ CΩ9 Ґ y.  
On en déduit que ώ ὼ ᾀ. 
  

 
Exercice 7 Les pieds des bissectrices 
{ƻƛǘ !./ ǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜΦ hƴ ƴƻǘŜ 5 Ŝǘ 5Ω ƭŜǎ Ǉƻƛƴǘǎ ŘΩƛƴǘŜǊǎŜŎǘƛƻƴ ǊŜǎǇŜŎǘƛŦǎ ŘŜǎ 
ōƛǎǎŜŎǘǊƛŎŜǎ ƛƴǘŞǊƛŜǳǊŜ Ŝǘ ŜȄǘŞǊƛŜǳǊŜ ŘŜ ƭΩŀƴƎƭŜ Ŝƴ ! ŀǾŜŎ ƭŀ ŘǊƻƛǘŜ ό./ύΦ aƻƴǘǊŜǊ 

que  . 

 
{ƻƛǘ 9 ƭŜ Ǉƻƛƴǘ ŘΩƛƴǘŜǊǎŜŎǘƛƻƴ ŘŜ ƭŀ ǇŀǊŀƭƭŝƭŜ Ł ό!5ύ Ǉŀǎǎŀƴǘ ǇŀǊ /Φ /ƻƳƳŜ ǊŜǎǇŜŎǘƛǾŜƳŜƴǘ ŀƴƎƭŜǎ ŀƭǘŜǊƴŜǎ ƛƴǘŜǊƴŜǎ 

et angles correspondants, !#%#!$ et !%#"!$ 

Par définition de D, "!$#!$ ŘƻƴŎ !/9 Ŝǎǘ ƛǎƻŎŝƭŜ Ŝǘ !9 Ґ !/Φ 5Ŝ Ǉƭǳǎ ŘΩŀǇǊŝǎ ƭŜ ǘƘŞƻǊŝƳŜ ŘŜ ¢Ƙŀlès, les 

droites (AD) et (CE) étant parallèles,  donc . 

[Ŝ ƳşƳŜ ǊŀƛǎƻƴƴŜƳŜƴǘ Ƴŀƛǎ Ŝƴ ǊŜƳǇƭŀœŀƴǘ 9 ǇŀǊ 9Ω ŀōƻǳǘƛǘ Ł  . 

 

Exercice 8 Cercle enveloppant 
Dans la figure ci-contre, le triangle a des côtés de longueurs 6, 8 et 10. Trois demi-cercles sont 
ǘǊŀŎŞǎ Ł ƭΩŜȄǘŞǊƛŜǳǊ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ŀǾŜŎ ƭŜǎ ŎƾǘŞǎ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ǇƻǳǊ ŘƛŀƳŝǘǊŜǎΦ ¦ƴ ƎǊŀƴŘ ŎŜǊŎƭŜ Ŝǎǘ 
ensuite tracé tangent extérieurement à chacun des trois demi-cercles.  
Quel est le rayon du grand cercle ? 

 
hƴ ǊŜƳŀǊǉǳŜ ǉǳŜ ŘΩŀǇǊŝǎ ƭŀ réciproque du théorème de Pythagore, le triangle est 

rectangle (car φ ψ ρπ)On nomme ce triangle ABC, où  AB = 8, BC = 6 et AC = 10. 

hƴ ŎƻƴǎƛŘŝǊŜ ǳƴ ǊŜǇŝǊŜ ŘΩƻǊƛƎƛƴŜ . Řŀƴǎ ƭŜǉǳŜƭ ƻƴ ŀ !όлΣуύ Ŝǘ /όсΣлύΦ 

Soit X, Y et Z les milieux respectifs des côtés [AB], [BC] et [AC], diamètres des demi-
cercles. X, Y et Z sont donc les centres de ces demi-cercles et on obtient facilement 
X(0,4), Y(3,0) et Z(3,4). Soit M(s, t) le centre du grand cercle et r son rayon. Soit U, V et 
W les points de tangence avec les demi-cercles de centres respectifs X, Y et Z. Les 

droites (MU) et (XU) sont confondues car U est le point de tangence commun au demi-cercle et au grand cercle 
qui sont tangents entre eux ces deux droites sont perpendiculaires à la même tangente en U). De même pour 
(MZ) et (MW) comme pour (MY) et (MV). M U = M V = M W = r (rayon du grand cercle), et XU = 4, Y V = 3 et ZW = 
5 (rayons des demi-cercles), donc M X = M U ς XU = r ς 4. Idem pour les points Y et Z. On obtient donc -8
ί π ὸ τ ὶ τ , -9 ί σ ὸ π ὶ σ  et -: ί σ ὸ τ
ὶ υ .  On soustrait la troisième équation de la première pour obtenir, la troisième équation de la deuxième et 

on obtient ί ὶ et  ὸ ὶ. On reporte dans la première équation pour ƻōǘŜƴƛǊ ǳƴŜ Şǉǳŀǘƛƻƴ ŘΩƛƴŎƻƴƴǳŜ ǊΣ ǉǳƛ 

ǳƴŜ Ŧƻƛǎ ǎƛƳǇƭƛŦƛŞŜΣ ǎΩŞŎǊƛǘ ςσὶ ρττὶ π. Comme 0 ne peut être solution, on en déduit que ὶ . 

 



Exercice 9 Partage 
On veut partager une plaque carrée ABCD en respectant les trois contraintes 
suivantes : 
- ce ǇŀǊǘŀƎŜ Řƻƛǘ ǎΩŜŦŦŜŎǘǳŜǊ ǇŀǊ ǉǳŀǘǊŜ ǘǊŀƛǘǎ ŘŜ ǎŎƛŜ Řƻƴǘ ƭΩǳƴ Ŝǎǘ ώ!Yϐ ƻǴ Y Ŝǎǘ ƭŜ 
milieu du côté [BC] ; 
- on doit obtenir 9 morceaux ; 
- ces 9 morceaux doivent permettre de reconstituer 5 petits carrés identiques. 
Comment procéder ? 
 
En supposant que la plaque a un côté de longueur 1, les cinq petits carrés reconstitués doivent avoir une aire 

égale à  et donc un côté de longueur 
Ѝ

. 

/ƻƳƳŜ ƛƭ ƴΩȅ ŀ ǉǳŜ ф ƳƻǊŎŜŀǳȄΣ ƭΩǳƴ ŘŜǎ ǇŜǘƛǘǎ ŎŀǊǊŞǎ Řƻƛǘ şǘǊŜ Ŝƴ ǳƴ ǎŜǳƭ ƳƻǊŎŜŀǳΦ [ŀ ǎȅƳŞǘǊƛŜ ŎŜƴǘǊŀƭŜ Řǳ ŎŀǊǊŞ 
et donc du problème conduit à placer au centre du grand carré ce petit carré entier en le faisant reposer sur [AK], 
ce qui définit les autres coups de scie à donner et conduit à la figure suivante. 
Il reste à prouver que cette construction répond bien au problème posé.  
Par définition des points K, L M et N, on a : 

,$ᴆ !$ᴆ "#ᴆ ".ᴆ donc le quadrilatère LDNB est un parallélogramme et les droites (LB) et (ND).  

On montre de même que les droites (MC) et (AK) sont parallèles. 

5ΩŀǇǊŝǎ ƭŜ ǘƘŞƻǊŝƳŜ ŘŜ ¢ƘŀƭŝǎΣ  . De même dans les autres triangles autour du carré EFGH. On 

Ŝƴ ǘƛǊŜ 9I Ґ !9 Ґ I5Φ hǊΣ ŘΩŀǇǊŝǎ ƭŜ ǘƘŞƻǊŝƳŜ ŘŜ tȅǘƘŀƎƻǊŜΣ !%  %, !,   soit  τὉὒ Ὁὒ .  

5ΩƻǴ %, , %,
Ѝ

  et %( !%
Ѝ

.  

9ƴŦƛƴΣ Ŝƴ ŜŦŦŜŎǘǳŀƴǘ ǳƴŜ Ǌƻǘŀǘƛƻƴ ŘΩŀƴƎƭŜ флϲ ŀǳǘƻǳr de C, le triangle GNC, rectangle en G, est envoyé sur le 
ǘǊƛŀƴƎƭŜ YDΩ/ Ŝǘ ƻƴ ǊŜŎƻƴǎǘƛǘǳŜ ŀƛƴǎƛ ǳƴ ŎŀǊǊŞ D/DΩI ƛŘŜƴǘƛǉǳŜ ŀǳ ŎŀǊǊŞ 9CDIΦ hƴ ǾŞǊƛŦƛŜ ǉǳΩƻƴ ǊŜŎƻƴǎǘƛǘǳŜ ŘŜ 
même 3 autres carrés identiques au précédent.  

 
Exercice 10 ¢ǊƛŀƴƎƭŜ ŘΩhǊ 

On considère ǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ !./ ƛǎƻŎŝƭŜ Ŝƴ ! Ŝǘ ǘŜƭ ǉǳŜ ƭŀ ōƛǎǎŜŎǘǊƛŎŜ ŘŜ ƭΩŀƴƎƭŜ !"# coupe le 
segment [AC] en un point D tel que le triangle CDB soit isocèle en B. 

мΦ 5ŞǘŜǊƳƛƴŜǊ ƭŀ ƳŜǎǳǊŜ Ŝƴ ŘŜƎǊŞ ŘŜ ƭΩŀƴƎƭŜ "!#. 
2. En supposant que BC = 1, calculer AB. 
 

Notons ɻ "!#, ɼ !"$ et ɾ !"#. Les triangles ABC et CBD sont isocèles respectivement 

en A et en B, donc ɾ !"#"#!#$". 

ό.5ύ Ŝǎǘ ōƛǎǎŜŎǘǊƛŎŜ ŘŜ ƭΩŀƴƎƭŜ #"!, donc ɾ ςɼ.  
On en déduit, en se plaçant dans le triangle BCD : ςɾ ɼ ρψπЈ soit ɼ σφЈ et ɾ χςЈ. 
En se plaçant dans le triangle ABC, isocèle en A, on en tire ɻ σφЈ. 

[Ŝǎ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ !./ Ŝǘ ./5 ƻƴǘ ƭŜǳǊǎ ŀƴƎƭŜǎ ŞƎŀǳȄ ŘŜǳȄ Ł ŘŜǳȄΦ Lƭǎ ǎƻƴǘ ŘƻƴŎ ǎŜƳōƭŀōƭŜǎΣ ŘΩƻǴ .  

5ΩŀǳǘǊŜ ǇŀǊǘΣ ƭŜ ǘǊƛŀƴƎƭŜ !.5 Ŝǎǘ ƛǎƻŎŝƭŜ Ŝƴ 5 ŎŀǊ ɼ ɻ, donc AD = BD = BC = 1. 

Si on pose ὼ !", on obtient . 

On est ramené à résoudre dans R+ ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ὼ ὼ ρ π ǉǳƛ ǎΩŞŎǊƛǘ ŀǳǎǎƛ ὼ π et dont la seule 

solution positive est ὼ
Ѝ

. 

 

  



Thème : Algorithmes, graphes 

Exercice 1 Casse-tête 
Les entiers de 1 à 6 doivent être placés dans les cases du quadrillage ci-contre. On ne peut pas 
placer deux entiers qui diffèrent de 1 dans deux cases qui partagent un même côté. Le nombre 1 
Ŝǎǘ ŘŞƧŁ ǇƭŀŎŞΦ /ƻƳōƛŜƴ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ŘƛŦŦŞǊŜƴǘǎ ǇŜǳǾŜƴǘ şǘǊŜ ǇƭŀŎŞǎ dans la case indiquée par un x ?  

 
 

On nomme a, b, c et d les nombres placés dans les cases indiquées ci-contre. 
Or a, b, c, d et x doivent égaler 2, 3, 4, 5 et 6 dans un ordre quelconque, sans que deux entiers qui 
diffèrent de 1 ne soient dans deux cases qui partagent un même côté. 
Donc, a ƴŜ ǇŜǳǘ ǾŀƭƻƛǊ н Ŝǘ ƴŜ ǇŜǳǘ şǘǊŜ ŞƎŀƭ ǉǳΩŁ оΣ пΣ р ƻǳ сΦ 
Si a = 3, alors ni b ni d ne peut valoir 2 ou 4. Ainsi b et d valent 5 et 6 dans un ordre quelconque. 
Dans ce cas, c ne peut  valoir 4 (puisque b ou d est égal à 5), donc c Ґ нΣ ŘΩƻǴ  x = 4. 
Si a = 4, alors ni b ni d ne peut valoir 3 ou 5. Ainsi b et d valent 2 et 6 dans un ordre quelconque. 
5ŀƴǎ ŎŜ ŎŀǎΣ Ŏ ƴŜ ǇŜǳǘ ǾŀƭƻƛǊ о ƻǳ рΣ ǇǳƛǎǉǳΩƛƭ Ŝǎǘ Ŝƴ Ǉƻǎƛǘƛƻƴ ŀŘƧŀŎŜƴǘŜ Ł н Ŝǘ Ł сΦ /Ŝ Ŏŀǎ Ŝǎǘ ŘƻƴŎ 
impossible. 
Si a = 5, alors ni b ni d ne peut valoir 4 ou 6. Ainsi b et d valent 2 et 3 dans un ordre quelconque. 
Dans ce cas, c ne peut valoir 4 (puisque b ou d  vaut 3), donc c Ґ сΣ ŘΩƻǴ x = 4. 
Si a = 6, alors ni b ni d ne peut valoir 5. Ainsi b et d valent deux des nombres 2, 3 ou 4 dans un ordre quelconque. 
Si b et  d valent 2 et 4, alors c ƴŜ ǇŜǳǘ ǾŀƭƻƛǊ о ƻǳ р όƭŜǎ ƴƻƳōǊŜǎ ǊŜǎǘŀƴǘǎύ Ŝǘ ƛƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ ŀǳŎǳƴŜ ǎƻƭǳǘƛƻƴΦ 
Si b et d valent 3 et 4, alors c ƴŜ ǇŜǳǘ ǾŀƭƻƛǊ н ƻǳ р όƭŜǎ ƴƻƳōǊŜǎ ǊŜǎǘŀƴǘǎύΣ Ŝǘ ƛƭ ƴΩȅ ŀ ŘƻƴŎ ŀǳŎǳƴŜ ǎƻƭǳǘƛƻƴΦ 
Si b et d valent 2 et 3, alors on peut avoir c = 5. On doit alors avoir x = 4, ce qui est impossible. 
On la seule valeur possible pour x est 4. 

 
Exercice 2 Éloge de la différence 
9ǘŀƴǘ ŘƻƴƴŞ ƭŀ ƭƛǎǘŜ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ мΣ оΣ фΣ пΣ ммΣ ƭŜǎ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜǎ ǇƻǎƛǘƛǾŜǎ ŜƴǘǊŜ ƭŜǎ ƴƻƳōǊŜǎ ŀŘƧŀŎŜƴǘǎ ŘŜ ƭŀ ƭƛǎǘŜ ǎƻƴǘ о ҍ 
м Ґ нΣ ф ҍ о Ґ сΣ ф ҍ п Ґ р Ŝǘ мм ҍ п Ґ тΦ [ŀ Ǉƭǳǎ ǇŜǘƛǘŜ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜ ǇƻǎƛǘƛǾŜ ŜƴǘǊŜ ŘŜǳȄ ŜƴǘƛŜǊǎ ŀŘƧŀŎŜƴǘǎ ǉǳŜƭŎƻƴǉǳŜǎ 
de cette liste est 2. 
1. Placer les entiers 1, 2, 3, 4, 5 de manière que la plus petite différence positive entre deux entiers adjacents 
quelconques de cette liste soit 2. 
2. On place les vingt entiers 1, 2, 3, .., 18, 19, 20 de manière que la plus petite différence positive entre deux 
entiers adjacents quelconques de la liste soit N. 
a. Expliquer pourquoi N ne peut pas être supérieur ou égal à 11. 
b. Trouver un arrangement des entiers pour lequel N = 10.  
3. On place les vingt-cinq entiers 1, 2, 3,..., 25, 26, 27 de manière que la plus petite différence positive entre deux 
entiers adjacents quelconques de la liste soit N. 
Quelle est la plus grande valeur possible de N ?  
1. Une façon de les placer est 1, 3, 5, 2, 4. Les différences positives entre les entiers adjacents sont 2, 2, 3, 2. 
 (On remarque que la condition est équivalente à celle de placer les entiers de manière à éviter que deux entiers 
consécutifs soient en positions adjacentes.) 
2. a. 5ŀƴǎ ƴΩƛƳǇƻǊǘŜ ǉǳŜƭ ŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘΣ ƭΩŜƴǘƛŜǊ мл Řƻƛǘ şǘǊŜ ǇƭŀŎŞ Ł ŎƾǘŞ ŘΩŀǳ Ƴƻƛƴǎ ǳƴ ŀǳǘǊŜ ŜƴǘƛŜǊΦ 
Dans la liste 1, 2, 3, . . . , 20, les entiers les plus éloignés de 10 sont 1 et 20. 
Les différences positives entre 10 et ces deux entiers sont 9 et 10. 
Donc, la différence positive entre 10 et tout autre entier de la liste est inférieure ou égale à 10. 
5ƻƴŎ Řŀƴǎ ƴΩƛƳǇƻǊǘŜ ǉǳŜƭ ŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘΣ ƛƭ Řƻƛǘ ȅ ŀǾƻƛǊ ǳƴŜ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜ ǉǳƛ Ŝǎǘ ƛƴŦŞǊƛŜǳre à 10. Ainsi N (la plus petite 
de ces différences) est inférieure ou égale à млΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire N ne peut pas être supérieur ou égal à 11. 
b. hƴ ŎƻƴǎƛŘŝǊŜ ƭΩŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘ ǎǳƛǾŀƴǘ Υ млΣ нлΣ фΣ мфΣ уΣ муΣ тΣ мтΣ сΣ мсΣ рΣ мрΣ пΣ мпΣ оΣ моΣ нΣ мнΣ мΣ ммΦ  
Les différences positives entre les entiers adjacents sont : 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 
11, 10, 11, 10. La plus petite de ces différences positives est 10. 
3. hƴ ŎƻƴǎƛŘŝǊŜ ƭΩŜƴǘƛŜǊ мп ǉǳƛ Ŝǎǘ ƭŜ ƴƻƳōǊŜ Řǳ ƳƛƭƛŜǳ Řŀƴǎ ƭŀ ƭƛǎǘŜ мΣ 2, 3, . . . , 25, 26, 27. 
[ŀ Ǉƭǳǎ ƎǊŀƴŘŜ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜ ǇƻǎƛǘƛǾŜ ǇƻǎǎƛōƭŜ ŜƴǘǊŜ мп Ŝǘ ƴΩƛƳǇƻǊǘŜ ǉǳŜƭ ŀǳǘǊŜ ƴƻƳōǊŜ ŘŜ ƭŀ ƭƛǎǘŜ Ŝǎǘ моΦ 
5ƻƴŎ Řŀƴǎ ƴΩƛƳǇƻǊǘŜ ǉǳŜƭ ŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘΣ ƛƭ Řƻƛǘ ȅ ŀǾƻƛǊ ǳƴŜ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜ ǇƻǎƛǘƛǾŜ ǉǳƛ ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ Ǉƭǳǎ ƎǊŀƴŘŜ ǉǳŜ моΦ 
Donc N, la plus petite des différences positives, est inférieure ou égale à 13. 



tƻǳǊ ƳƻƴǘǊŜǊ ǉǳŜ ƭŀ Ǉƭǳǎ ƎǊŀƴŘŜ ǾŀƭŜǳǊ ǇƻǎǎƛōƭŜ ŘŜ b Ŝǎǘ моΣ ƛƭ Ŧŀǳǘ ƳƻƴǘǊŜǊ ƭΩŜȄƛǎǘŜƴŎŜ ŘΩǳƴ ŀǊǊŀƴƎŜƳŜƴǘ ŀǾŜŎ b 
= 13, car il se pourrait que pour une raison ou une autre, on ne puisse trouver une liste avec N = 13. 
Voici un tel arrangement : 14, 27, 13, 26, 12, 25, 11, 24, 10, 23, 9, 22, 8, 21, 7, 20, 6, 19, 5, 18, 4,17, 3, 16, 2, 15, 1. 
Les différences positives entre les entiers adjacents sont : 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 
14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14. 
La plus grande valeur possible de N est 13. 
Exercice 3 Un critère de divisibilité 
Charles Lutwitge Dodgson (Lewis Carroll) ǇǊƻǇƻǎŜ Ŝƴ муфт ǳƴ ǘŜǎǘ ŘŜ ŘƛǾƛǎƛōƛƭƛǘŞ ǇŀǊ мм ŘŜǎ ƴƻƳōǊŜǎ ǎΩŞŎǊƛǾŀƴǘ 
avec au moins deux chiffres dans le système décimal, en énonçant une condition nécessaire et suffisante : le 
nombre ὔ est divisible par 11 si et seulement si la différence entre le nombǊŜ ƻōǘŜƴǳ Ŝƴ ƾǘŀƴǘ ŘŜ ƭΩŞŎǊƛǘǳǊŜ ŘŜ ὔ 
son chiffre des unités et ce chiffre des unités est divisible par 11. 
1. Démontrer cette condition nécessaire et suffisante 
2. On dispose des instructions Quotient (ὔȠὲ qui renvoie le 
quotient de la division euclidienne de . par Î et Mod(ὔȠὲ) qui 
renvoie le reste de la division euclidienne de ὔ par ὲ. Écrire un 
algorithme déterminant si un entier est divisible par 11. 
[ΩŀǇǇƭƛǉǳŜǊ ŀǳ ƴƻƳōǊŜ 9 876 543 210 987 654 321.  
 
1. Appelons ό le chiffre des unités de ὔȢ Il existe un entier ὲ tel 
que ὔ ρπὲ όȢ On associe à ὔ le nombre ὔ ὲ όȢ Il 
ǎΩŜƴǎǳƛǘ ǉǳŜ ὔ ὔ ρρὲȢ Les divisibilités par 11 de ὔ et ὔᴂ 
sont donc équivalentes. 
2. Voir ci-contre 
 
Exercice 4 Slalom 

 
Les entiers sont disposés en cascade selon le 
schéma ci-ŎƻƴǘǊŜΦ {ǳǊ ŎƘŀǉǳŜ ƭƛƎƴŜΣ ƭΩƻǊŘǊŜ Ŝǎǘ 
croissant de gauche à droite. En partant de 0, 
on oblique tantôt vers la droite, tantôt vers la 
gauche pour atteindre un entier donné. Par 
exemple, la suite GDG conduit à 9, la suite 
DGG conduit à 11. Quelle est la suite 
conduisant à 100 ? 

hƴ ǇŀǎǎŜ ŘΩǳƴ ŜƴǘƛŜǊ ὲ situé sur une certaine ligne à ceux qui lui succèdent dans la cascade en multipliant par 2 et 
ŀƧƻǳǘŀƴǘ м όŎΩŜǎǘ ƭŜ ƴƻƳōǊŜ ŘŜ ƎŀǳŎƘŜΣ ƛƳǇŀƛǊύ ƻǳ Ŝƴ ƳǳƭǘƛǇƭƛŀƴǘ ǇŀǊ н Ŝǘ ŀƧƻǳǘŀƴǘ н όŎΩŜǎǘ ƭŜ ƴƻƳōǊŜ ŘŜ ŘǊƻƛǘŜΣ 
pair). On « remonte » un nombre pair tel que 100 en lui ôtant 2 et divisant par 2. Cela donne 49. 49 succède à 24, 
24 succède à 11, 11 à 5, 5 à 2 et 2 à 0. La chaîne est donc : 2 ς 5 ς 11 ς 24 ς 49 ς 100  et les instructions DGGDGD.  
 
Exercice 5 Langage fruste 
5ŀƴǎ ŎŜ ƭŀƴƎŀƎŜΣ ƻƴ ƴΩǳǘƛƭƛǎŜ ǉǳŜ ǘǊƻƛǎ ƭŜǘǘǊŜǎΣ !Σ . Ŝǘ /Φ " ǇŀǊǘƛǊ ŘΩǳƴ Ƴƻǘ ŀǇǇŀǊǘŜƴŀƴǘ ŀǳ ƭŀƴƎŀƎŜΣ ƻƴ ǇŜǳǘ ŦƻǊƳŜǊ 
de nouveaux mots, à condition de respecter les trois règles suivantes : 
1. Dans tout mot du langage, A peut être remplacé par AA ; 
2. Dans tout mot du langage, B peut être remplacé par C ; 
3. À tout Ƴƻǘ Řǳ ƭŀƴƎŀƎŜΣ ƻƴ ǇŜǳǘ ŀƧƻǳǘŜǊ ǳƴ / Ł ƭŀ ǇƭŀŎŜ ǉǳΩƻƴ ǾŜǳǘΦ 

Peut-on fabriquer les mots AAAABBCBAAAABBCCCBBAABBC, ACCABCBCAABBCCBBACCC,  
AAAABCCBAAAABBCCBAABCC à partir du mot AABBBBAABBCCBBABBC ? 
Observer que, selon la loi de fabrication de nouveaux mots, ƭŜ ƴƻƳōǊŜ ŘŜ ƭŜǘǘǊŜǎ ! ƴŜ ǇŜǳǘ ǉǳΩŀǳƎƳŜƴǘŜǊ ŜƴǘǊŜ 
un mot et un mot qui en dérive. Observer également que, selon cette même loi, le nombre total de lettres (B ou 
/ύ ƴŜ ǇŜǳǘ ƭǳƛ ŀǳǎǎƛ ǉǳΩŀǳƎƳŜƴǘŜǊΦ 
 
 
 
 
 
 

ὭN Ὥ ρ 

ὔ entier, Ὥ ρȟ ὤ π 
Tantque ὔ ρππ 
Faire ὔ  NQuotient (ὔȠρπ)ҍMod(ὔȠρπ) 
Fin Tantque 
Tantque Ὥ ω 
Faire ὤᴺὔ ρρὭ 
Si ὤ π 
Print ὔ ÍÕÌÔÉÐÌÅ ÄÅ ρρ 

Fin Tantque 



Exercice 6 Boîtes de canelés bordelais (Olympiades 2017) 
Une pâtisserie propose des boîtes de canelés bordelais de diverses contenances : des conditionnements par 6, par 
9, par 12 et par 16 sont possibles. 
1. Peut-on acheter 10 canelés, 20 canelés, 30 canelés ?  
2. a. Établir la liste des quantités, inférieurŜǎ Ł олΣ ǉǳΩƻƴ ƴŜ ǇŜǳǘ Ǉŀǎ ǊŞŀƭƛǎŜǊ Ŝƴ ŀŎƘŜǘŀƴǘ ǇƭǳǎƛŜǳǊǎ ōƻƞǘŜǎΦ 
b. aƻƴǘǊŜǊ ǉǳŜΣ ǎΩƛƭ ŜȄƛǎǘŜ ǳƴ ŜƴǘƛŜǊ ὲ tel que tout achat de ὲȟὲ ρȟὲ ςȟὲ σȟὲ τȟὲ υ canelés soit 
ǇƻǎǎƛōƭŜΣ ŀƭƻǊǎ ƛƭ Ŝǎǘ ǇƻǎǎƛōƭŜ ŘΩŀŎƘŜǘŜǊ ǘƻǳǘŜ ǉǳŀƴǘƛǘŞ ŘŜ canelés supérieure ou égale à ὲ. 
c. Déterminer le plus petit entier ὲ réalisant la condition précédente. 
Un algorithme glouton mais peu performant : 
Pour conditionner une commande de ὲ canelés, on peut appliquer un algorithme (qualifié de glouton) consistant 
à utiliser un maximum de boîtes de la plus grande taille, puis de placer ce qui reste dans  des boîtes de taille 
immédiatement inférieure, etc.  
3. a. vǳŜ ŘƻƴƴŜ ŎŜǘǘŜ ƳŞǘƘƻŘŜ ǎΩƛƭ ǎΩŀƎƛǘ ŘŜ ǊŞǇŀǊǘƛǊ сл ŎŀƴŜƭŞǎ Řŀƴǎ ŘŜǎ ōƻƞǘŜǎ ŘŜ мсΣ мнΣ ф Ŝǘ с ? 
b. Et pour répartir 75 canelés ? 
c. Pourrait-on conditionner les 75 canelés en procédant autrement ? 
Retrouvez une solution rédigée dans la rubrique « Olympiades » 
 
Exercice 7 Cycles routiers 
hƴ Řƛǘ ǉǳΩǳƴŜ ǾƛƭƭŜ ! ŀǇǇŀǊǘƛŜƴǘ Ł ǳƴ ŎȅŎƭŜ ǊƻǳǘƛŜǊ ŘŜ ƭƻƴƎǳŜur ὲ si on peut partir de A et revenir à A en traversant 
exactement ὲ ρ autres villes.  
Dans une certaine région, toutes les villes appartiennent à un cycle routier de longueur 4 et toutes les villes 
appartiennent à un cycle routier de longueur 5. 
Est-il certain que toutes les villes appartiennent à un cycle routier de longueur 3 ? Est-ƻƴ ƳşƳŜ ŎŜǊǘŀƛƴ ǉǳΩǳƴŜ 
ville au moins appartient à un cycle routier de longueur 3 ? 
 
Ce schéma permet de répondre aux questions  
 

  



Thème : Aires et volumes 

Exercice 1 Parapluie ou champignon ? 
Dans la figure ci-contre, ABC est un quart de disque de rayon 8. On trace un demi-cercle 
de diamètre [AB] puis un deuxième demi-cercle de diamètre [BC].  
/ƻƳōƛŜƴ Ǿŀǳǘ ƭΩŀƛǊŜ ŘŜ ƭŀ ǊŞƎƛƻƴ ƻƳōǊŞŜ ? 

 
La région ombrée se décompose en deux régions, 1 et 2, 

dont les aires sont égales (car la somme des aires des demi-

ŘƛǎǉǳŜǎ Ŝǎǘ ŞƎŀƭŜ Ł ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ƎǊŀƴŘ ǉǳŀǊǘ ŘŜ ŘƛǎǉǳŜύΦ [ΩŀƛǊŜ ŘŜ ƭŀ ǊŞƎƛƻƴ ƻƳōǊŞŜ Ŝǎǘ 

donc le double de celle de la région 2, ou encore le quadruple de la différence entre 

ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǉǳŀǊǘ ŘŜ ŘƛǎǉǳŜ ŘŜ ŎŜƴǘǊŜ a ƭƛƳƛǘŞ ǇŀǊ . Ŝǘ 5 Ŝǘ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ a.5Φ 

Finalement : ꜝ τ “ ρφ τ τ ρφ“ σς 

 

Exercice 2 Triangles gigognes 
мΦ ¢ƻǳǘŜ ƳŞŘƛŀƴŜ ŘΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ŘŞǘŜǊƳƛƴŜ ŘŜǳȄ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ ŘŜ ƳşƳŜ ŀƛǊŜΦ 
2. Dans la figure ci-contre, les points M, N, P sont tels que A, M, P sont 
alignés, ainsi que les points B, N, M et les points C, P, N. On suppose de 

Ǉƭǳǎ ǉǳŜ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ abt Ŝǎǘ ŞƎŀƭŜ Ł нп Ŝǘ ǉǳŜ !- -0, 

". .- et #0 0.Φ /ŀƭŎǳƭŜǊ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭe ABC. 

1. La hauteur relative à la « base » est la même, la longueur de la « base » 
est divisée par 2. 
2. Un raisonnement analogue à celui de la question 1. donne : 

aire(MPC) =  aire(MNP) = 12, aire(AMC) =  aire(MPC) = 4, 

 aire(NMA) =  aire(MNP) = 8, aire(NAB) =  aire(NMA) = 2, 

aire(NPB) =  aire(MNP) = 6, aire(PBC) =  aire(PNB) = 3. 

Le triangle ABC a donc pour aire 24 + 12 + 4 + 8 + 2 + 6 + 3 = 59. 
 
Exercice 3 Un puzzle déterminant 

5ŀƴǎ ƭŜ Ǉƭŀƴ ǊŀǇǇƻǊǘŞ Ł ǳƴ ǊŜǇŝǊŜ ŘΩƻǊƛƎƛƴŜ hΣ ƭŜǎ Ǉƻƛƴǘǎ hΣ [ όŘŜ 
coordonnées ὥ et ὦ) et M (de coordonnées ὧ et d) sont trois sommets 
ŘΩǳƴ ǇŀǊŀƭƭŞƭƻƎǊŀƳƳŜ όƭŜ ǉǳŀǘǊƛŝƳŜ Ŝǎǘ bΣ ǎȅƳŞǘǊƛǉǳŜ ŘŜ h ǇŀǊ ǊŀǇǇƻǊǘ 
au milieu de [LM]) entièrement situé dans le premier quadrant. 
aƻƴǘǊŜǊ ǉǳŜ ƭΩŀƛǊŜ ŘŜ ŎŜ ǇŀǊŀƭƭŞƭƻƎǊŀƳƳŜ Ŝǎǘ : ꜝ ὥὨ ὦὧ 
On utilisera après les avoir justifiées les égalités des aires des triangles 

notés 1, des triangles notés 2, des triangles OSM et LVN et des triangles 

OTL et MBN.  

La formule est-elle encore valable si le point M est dans le deuxième quadrant ? 
[ΩŀƛǊŜ Řǳ ǊŜŎǘŀƴƎƭŜ ŘŜ ŘƛƳŜƴǎƛƻƴǎ ὥ et Ὠ ǇŜǳǘ şǘǊŜ ŘŞŎƻƳǇƻǎŞŜ Ŝƴ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǉǳŀŘǊƛƭŀǘŝǊŜ h[taΣ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ 
h¢[Σ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ h{a Ŝǘ ƭŜǎ ŀƛǊŜǎ ŘŜ ǘǊƛŀƴƎƭŜǎ ƴƻǘŞǎ 1  et 2Φ [ΩŀƛǊŜ Řǳ 
ǇŀǊŀƭƭŞƭƻƎǊŀƳƳŜ ǇŜǳǘ şǘǊŜ ŘŞŎƻƳǇƻǎŞŜ Ŝƴ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǉǳŀŘǊƛƭŀǘŝǊŜ h[taΣ 
ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ a.b Ŝǘ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ ǘǊƛŀƴƎƭŜ [±bΦ [Ŝǎ ŞƎŀƭƛǘŞǎ ŘΩŀƛǊŜǎ 
ǊŞǎǳƭǘŜƴǘ ŘΩƛǎƻƳŞǘǊƛŜǎ ƛŘŜƴǘƛŦƛŀōƭŜǎΦ Les aires 1 et 2 ŀƛƴǎƛ ǉǳŜ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ 
quadrilatère VNBP, comptée deǳȄ ŦƻƛǎΣ ǎŜ ǊŞǳƴƛǎǎŜƴǘ ǇƻǳǊ ŞƎŀƭŜǊ ƭΩŀƛǊŜ Řǳ 
ǊŜŎǘŀƴƎƭŜ tvbwΦ 5ΩƻǴ ƭŜ ǊŞǎǳƭǘŀǘΦ  
La figure ci-ŎƻƴǘǊŜ ƳƻƴǘǊŜ ƭΩŀǎǎŜƳōƭŀƎŜ Ł ǊŞŀƭƛǎŜǊ ǎƛ a Ŝǎǘ Řŀƴǎ ƭŜ 
ŘŜǳȄƛŝƳŜ ǉǳŀŘǊŀƴǘΦ Lƭ ǎΩŀƎƛǘ ŎŜǘǘŜ Ŧƻƛǎ ŘΩǳƴŜ ŀŘŘƛǘƛƻƴ ŘΩŀƛǊŜǎΣ Ƴŀƛǎ ƭŀ 
formule reste valable, ὧ étant négatif. 
 



 
 
Exercice 4 Volume de la sphère (méthode des indivisibles) 
On considère une demi-boule de rayon Ὑ posée sur un plan ὖ. 
" ŎƾǘŞ ŘΩŜƭƭŜ ǎŜ ǘǊƻǳǾŜ ǳƴ ŎȅƭƛƴŘǊŜ ŘŜ ƳşƳŜ Ǌŀȅƻƴ Ŝǘ ŘŜ 
hauteur Ὑ. [ŀ ōŀǎŜ ŘΩǳƴ ŎƾƴŜ ŘŜ ǊŞǾƻƭǳǘƛƻƴ ŘŜ ƘŀǳǘŜǳǊ 
Ὑ coïncide avec la face supérieure du cylindre, et son sommet 
coïncide avec le centre de la face inférieure. 
1. Montrer que le disque intersection de la boule avec un plan 
parallèle au plan ὖ situé à la distance Ὤ de celui-ci et la couronne circulaire déterminée entre le cylindre et le cône 
par le même plan ont la même aire. 
2. La méthode des indivisibles propose de calculer des aires ou des volumes en suivant le principe suivant : «  si 
ŘŜǳȄ ǎǳǊŦŀŎŜǎ ǎƻƴǘ ŎƻƴǎǘƛǘǳŞŜǎ ŘŜ ƭƛƎƴŜǎ ŘΩŞƎŀƭŜ ƭƻƴƎǳŜǳǊΣ ŜƭƭŜǎ ǎƻƴǘ ŞƎŀƭŜs ; les volumes de deux objets sont 
égaux si les sections transversales correspondantes sont, dans tous les cas, égales » (Bonaventura Cavalieri, 1598 
ς 1647, Gilles Personne de Roberval, 1602 - 1675). Appliquer ce principe pour évaluer le volume de la demi-boule 
(Ǉǳƛǎ ƭŜ ǾƻƭǳƳŜ ŘΩǳƴŜ ǎǇƘŝǊŜΣ Ŝƴ ƎŞƴŞǊŀƭύΦ 
1. Le rayon ὶ du cercle intersection de la sphère avec un plan situé à la distance Ὤ du centre de la sphère est 

donné, en application du théorème de Pythagore, par ὶ ЍὙ Ὤ. [ΩŀƛǊŜ Řǳ ŘƛǎǉǳŜ ŎƻǊǊŜǎǇƻƴŘŀƴǘ Ŝǎǘ ŘƻƴŎ 

ꜝ ʌὙ Ὤ Ȣ Le cercle intersection du même plan avec le cône a pour rayon Ὑ  , en application du 

théorème de Thalès. Et donc ” ὬȢ La couronne circulaire déterminée par le cylindre, le cône et le plan a pour 
aire ꜝ ʌὙ ʌὬ. Les deux surfaces ont donc la même aire.  
2. Par application de la  méthode des indivisibles, le volume de la demi-boule est donc identique à la différence du 
volume du cylindre et du volume du cône. Si on admet (là encore, la méthode poǳǊǊŀƛǘ ǎŜǊǾƛǊΣ Ƴŀƛǎ ƭΩƛŘŞŜ Ŝǎǘ 

Ǉƭǳǘƾǘ ŘŜ ǎΩŀǇǇǳȅŜǊ ǎǳǊ ƭΩŜȄŜƳǇƭŜ ŘŜǎ ǇȅǊŀƳƛŘŜǎύ ǉǳŜ ƭŜ ǾƻƭǳƳŜ Řǳ ŎƾƴŜ Ŝǎǘ םĖ “Ὑ Ὑ “Ὑ , on en 

déduit que le volume de la demi-boule est “Ὑ  et celui de la sphère “Ὑ .  

N.B. Cette méthode permet aussi ŘŜ ŎŀƭŎǳƭŜǊ ƭΩŀƛǊŜ ŘΩǳƴŜ ŎŀƭƻǘǘŜ ǎǇƘŞǊƛǉǳŜΣ ǳǘƛƭŜ Řŀƴǎ ƭΩexercice suivant. Pour une 
sphère de rayon Ὑ, la partie se trouvant au-ŘŜǎǎǳǎ ŘΩǳƴ Ǉƭŀƴ ǎƛǘǳŞ Ł ƭŀ ŘƛǎǘŀƴŎŜ Ὤ du centre de la sphère a pour 

volume ὠ Ὑ Ὤ ςὙ Ὤ 

 
Exercice 5 En faire une montagne 
Le film « [Ω!ƴƎƭŀƛǎ ǉǳƛ ƎǊŀǾƛǘ ǳƴŜ ŎƻƭƭƛƴŜ Ƴŀƛǎ ǊŜŘŜǎŎŜƴŘƛǘ ǳƴŜ ƳƻƴǘŀƎƴŜ » 
(réalisé en 1995 par Christopher Monger) ƳŜǘ Ŝƴ ǎŎŝƴŜ ƭŀ ǇƻǇǳƭŀǘƛƻƴ ŘΩǳƴ 
village gallois, pendant la première guerre mondiale. Deux cartographes 
ǾŜƴǳǎ ŜǎǘƛƳŜǊ ƭΩŀƭǘƛǘǳŘŜ Řǳ Ǉƻƛƴǘ Ƙaut local la trouvent inférieure à 1 000 
pieds : trop peu pour faire figurer une montagne sur la carte. La population 
ǎǳǊƳƻƴǘŜ ƭŀ ŎƻƭƭƛƴŜ ŘΩǳƴ ŎŀƛǊƴΣ ŎƻƴŦƻǊƳŞƳŜƴǘ Ł ƭŀ ŦƛƎǳǊŜ Ŏƛ-contre.  Le 
sommet de la colline étant figuré par une demi-boule de rayon 82 (en 
ǇƛŜŘǎύΣ ƻƴ ƭŜ ǎǳǊƳƻƴǘŜ ǇŀǊ ǳƴ ǘǊƻƴŎ ŘŜ ŎƾƴŜ Řƻƴǘ ƭΩŀƴƎƭŜ Ł ƭŀ ōŀǎŜ Ŝǎǘ прϲ Ŝǘ 
les génératrices tangentes à la boule (en C et D, sur le plan de coupe de la 
figure). La colline haute de 984 pieds devient montagne haute de 1 004 pieds. Quel volume de pierres et de terre 
(exprimé en pieds-cube) la population a-t-elle ajouté ? 
[Ŝ ǾƻƭǳƳŜ ŎƘŜǊŎƘŞ Ŝǎǘ ƭŀ ŘƛŦŦŞǊŜƴŎŜ ŜƴǘǊŜ ƭŜ ǾƻƭǳƳŜ ŘΩǳƴ ǘǊƻƴŎ ŘŜ ŎƾƴŜ όŘŜ ƘŀǳǘŜǳǊ Ł ŘŞǘŜǊƳƛƴŜǊύ Ŝǘ ŎŜƭǳƛ ŘΩǳƴŜ 
calotte sphérique. Les angles de 45° permettent de déterminer la hauteur Ὤ du plan supportant la base du cône : 

τρЍς. Le volume de la calotte sphérique est donc ὠ ψςτρЍς ρφττρЍς. 

Pour déterminer le volume du tronc de cône, on calcule le volume du cône de base un cercle de rayon τρЍς  et 

de hauteur τρЍς, auquel il convient ŘΩôter le volume du cône de base le cercle de diamètre [EF] et de hauteur 

Ὤ τρЍς ψςτρЍς ςπ ψςЍς ρ ςπ. La longueur EF se calcule en appliquant le théorème de 

Thalès. On trouve : 
Ѝ

Ѝ

Ѝ
, soit ὉὊ ЍςЍς ρ

Ѝ
 

Tous calculs faits, le volume de terre et de pierres est ŘΩŜƴǾƛǊƻƴ ст 000 piedscube, ce qui correspond à 2 500m3. Si 
on évalue à 1 200kg/m3 la masse volumique de la terre, la masse totale déplacée est 3 000 tonnes. Ca en fait des 
brouettes ! 
 
 



 
 
Exercice 6 La loi des cosinus établie par les aires  
hƴ ŎƻƴǎǘǊǳƛǘΣ ǎǳǊ ƭŜǎ ŎƾǘŞǎ ŘΩǳƴ ǘǊƛŀƴƎƭŜ ŀŎǳǘŀƴƎƭŜ !./ όǘƻǳǎ ǎŜǎ 
angles sont aigus) les carrés ABGH, BCIJ et ACKL. Les hauteurs 
du triangle ABC déterminent dans ces carrés les rectangles 
AFHO et FBGO, BDMJ et CDMI, AENL et ENKC. 
мΦ aƻƴǘǊŜǊ ǉǳŜ ƭΩŀƛǊŜ ŘŜ !9b[ Ŝǘ ŞƎŀƭŜ Ł ŎŜƭƭŜ ŘŜ !CIhΦ tƻǳǊ 
cela, comparer successivement les aires de ELA et BLA, BLA et 
CAH, CAH et FAH. 
2. Montrer que les rectangles ENKC et CDMJ ont la même aire, 

égale à #! #" ÃÏÓὅ 
3. En déduire la loi des cosinus : 

#! #" !" ς#! #" ÃÏÓὅ  
([Ŝǎ ŎƭŞǎ ŘŜ ƭΩŀǊƛǘƘƳŞǘƛǉǳŜ, Ghiyath ad-din AL KASHI, 1429)  



Thème : Équations et fonctions 

Exercice 1 Un système 

Trouver tous les triplets ὥȟὦȟὧ de nombres réels tels que 
ὥ ὦ τὧ
ὥ ὦ ὧ
ὥὦ ρ

 

Attention : nous procédons par conditions nécessaires, après avoir remarqué ǉǳΩŀǳŎǳƴ ǘǊƛǇƭŜǘ 

πȟὦȟὧ ÏÕ ὥȟπȟὧ ƴΩŜǎǘ ǎƻƭǳǘƛƻƴΦ {ƛ ƻƴ ǊŜǇƻǊǘŜ ὦ  dans les deux premières égalités, on obtient : 

τὧ ὥ  et ὧ ὥ  ; avec ces deux conditions, on forme ὥ ὥ τὥ τ π,  

puis ὥ τ ὥ ρ π. 
Avec ὥ ρ, on trouve ὦ ρ et ὧ π 
Avec ὥ ρ, on trouve ὦ ρ et ὧ π 

Avec ὥ ς, on trouve ὦ  et ὧ  et avec ὥ ς, on trouve ὦ  et ὧ  

Comme on a procédé par condition nécessaire, une vérification est indispensable. Et concluante. 
 
Exercice 2 Travail collaboratif 

Céline a choisi des entiers strictement positifs a, b et c. En calculant ὥ , Ariane a trouvé 101. 

En calculant ὦ, Isabelle a trouvé 68. En calculant , Véronique a trouvé un nombre k. 

Quelle est la valeur de k ? 

a, b et c sont des entiers positifs. Comme ὥ ρπρ, on en déduit que c divise bΣ ŎΩŜǎǘ-à-ŘƛǊŜ ǉǳΩƛƭ ŜȄƛǎǘŜ ǳƴ 

entier positif p tel que b = pc. 

De même, puisque  ὦ φψ, il existe un entier positif q tel que a = qc.  

ὥ ρπρ ǎΩŞŎǊƛǘ ŀƭƻǊǎ ǉŎ Ҍ Ǉ Ґ млм Ŝǘ ὦ φψ ǎΩŞŎǊƛǘ ǉ Ҍ ǇŎ Ґ суΦ 9ƴ ŀƧƻǳǘŀƴǘ ƳŜƳōǊŜ Ł ƳŜƳōǊŜ ŎŜǎ ŘŜǳȄ 

équations, on obtient ὴ ή ρ ὧ ρφω. 
Comme a, b et c sont des entiers positifs, 1 + c > 1 et p + q > 1. Or le seul diviseur strict de 169 est 13. On ne peut 
ŘƻƴŎ ǉǳΩŀǾƻƛǊ ǉǳŜ м Ҍ c = 13 et p + q Ґ моΣ ŎΩŜǎǘ-à-dire k = 13.  
 
Exercice 3 Où commence la descente infinie 
5ŞǘŜǊƳƛƴŜǊ ƭŜǎ ǘǊƛǇƭŜǘǎ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǊŜƭŀǘƛŦǎ ὼȟώȟᾀ tels que ὼ φώ τᾀ. 

Si le triplet ὼȟώȟᾀ est solution alors x est pair. Il existe donc un entier p tel que ὼ ςὴΦ [ΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ŘƻƴƴŞŜ 
ǎΩŞŎǊƛǘ ŀƭƻǊǎΣ ŀǇǊŝǎ ǎƛƳǇƭƛŦƛŎŀǘƛƻƴ ǇŀǊ н : τὴ σώ ςᾀΦ hƴ Ŝƴ ŘŞŘǳƛǘ ŀƭƻǊǎ ǉǳŜ ȅ Ŝǎǘ ǇŀƛǊΣ ŎΩŜǎǘ-à-ŘƛǊŜ ǉǳΩƛƭ 
existe un entier q tel que ώ ςή. !ǇǊŝǎ ǎƛƳǇƭƛŦƛŎŀǘƛƻƴ Ł ƴƻǳǾŜŀǳ ǇŀǊ нΣ ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ŘƻƴƴŞŜ ǎΩŞŎǊƛǘ : ςὴ ρςή
ᾀΦ hƴ Ŝƴ ŘŞŘǳƛǘ ŀƭƻǊǎ ǉǳŜ Ȋ Ŝǎǘ ǇŀƛǊΣ ŎΩŜǎǘ-à-ŘƛǊŜ ǉǳΩƛƭ ŜȄƛǎǘŜ ƴ ŜƴǘƛŜǊ Ǌ ǘŜƭ ǉǳŜ ᾀ ςὶ. Après simplification par 2, 

ƻƴ ŀōƻǳǘƛǘ Ł ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ὴ φή τὶ, ƛŘŜƴǘƛǉǳŜ Ł ƭΩŞǉǳŀtion de départ. Donc si ὼȟώȟᾀest solution, alors, 

pour tout entier n, le triplet ȟȟ   est aussi solution. La seule possibilité est donc que ὼȟώȟᾀ πȟπȟπ, qui 

est bien solution. 
 
Exercice 4 Les inconnues sont des fonctions 

Les deux fonctions réelles Ὢ et Ὣ sont telles que, pour tout réel ὼ : 
Ὢὼ σὫὼ ὼ ὼ φ

ςὪὼ τὫὼ ςὼ τ
. 

Pour quelle valeur de ὼ a-t-on Ὢὼ Ὣὼ ? 
hƴ ƴΩŜǎǘ Ǉŀǎ ƻōƭƛƎŞ ŘŜ ŘŞǘŜǊƳƛƴŜǊ ŜȄǇƭƛŎƛǘŜƳŜƴǘ Ὢ et Ὣ. On peut écrire une condition nécessaire portant sur les 

soluǘƛƻƴǎ ŘŜ ƭΩŞǉǳŀǘƛƻƴ ŦƛƴŀƭŜ : 
τὪὼ ὼ ὼ φ

φὪὼ ςὼ τ
, donc σὼ σὼ ρψ τὼ ψ, 

ou encore ὼ σὼ ρπ π Σ ǉǳƛ ǎΩŞŎǊƛǘ ὼ υ ὼ ς π. 
Les solutions ne peuvent donc être que υ et ς, une vérification est nécessaire, et elle peut se faire en 
déterminant explicitement Ὢ et Ὣ. On trouve que pour tout ὼḊὪὼ  ὼ ςὼ φ et Ὣὼ ὼ τ. 
 
 
 



Exercice 5 Produit et différence 

Déterminer les nombres ὼ et ώ tels que : 
ὼ ώ τЍς
ὼώ υφ

 

On peut écrire : σς ὼ ώ ὼ ώ ρρς 
5ΩƻǴ ǾƛŜƴǘ ὼ ώ ρττ 
Comme ὼ ώ  ὼ ώ ςὼώ, on en déduit que ὼ ώ ρττρρςςυφ 

On doit donc résoudre 
ὼ ώ τЍς
ὼ ώ ρφ

 et 
ὼ ώ τЍς
ὼ ώ ρφ

 en retenant les éventuels couples solutions dont les deux 

projections ont le même signe.  

On trouve les couples ςτ Ѝςȟςτ Ѝς  et ςЍς τȟςτ Ѝς  

 
Exercice 6 Composition 
Les deux fonctions Ὢ et Ὣ sont données par Ὢὼ ὼ ὼ ς et Ὣὼ ὥὼὦ, où ὥ et ὦ sont des réels à 

déterminer. On sait que, pour tout ὼȟὪὫὼ ωὼ σὼ ς. Déterminer ὥ et ὦȢ 

Écrivons explicitement ὪὫὼ ὥὼ ὦ ὥὼ ὦ ς, et donc  

ὪὫὼ ὥὼ ςὥὦ ὥὼ ὦ ὦ ς 

[ΩƛŘŜƴǘƛŦƛŎŀǘƛƻƴ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘ ǇŀǊ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘ ŎƻƴŘǳƛǘ Ł ὥ ωȟὥςὦ ρ σ ÅÔ ὦ ὦ π 
On trouve donc deux solutions pour le couple ὥȟὦȡ σȟρ ÅÔ  σȟρ 
 

  



Thème : Dénombrement, probabilités 

Exercice 1 La revanche des trois ours 
.ƻǳŎƭŜǎ ŘΩhǊ ŘƛǎǇƻǎŜΣ Řŀƴǎ ǎƻƴ ƧŀǊŘƛƴΣ ŘΩǳƴ ŎŀǊǊƻǳǎŜƭ ǊŞǎŜǊǾŞ Ł ǎƻƴ ǳǎŀƎŜ ǇŜǊǎƻƴƴŜƭΦ /ΩŜǎǘ un peu injuste, pensent 
ƭŜǎ ǘǊƻƛǎ ƻǳǊǎΣ ǉǳƛ ǾƛŜƴƴŜƴǘ ŎƘŀǉǳŜ ƧƻǳǊ ŘŜ ōƻƴ Ƴŀǘƛƴ ǇǊƻŦƛǘŜǊ ŘŜ ŎŜ ǉǳΩelle dort encore. Ils font tourner le 

manège : Papa ours lui imprime  de tour, Maman ours  de tour et Bébé ours  de tour, chacun autant de fois 

ǉǳΩƛƭ ǾŜǳǘΣ Řŀƴǎ ƭŜ ǎŜƴǎ ǉǳΩƛƭ ǾŜǳǘ όǎŜƴǎ ŘŜǎ ŀƛƎǳƛƭƭŜǎ ŘΩǳƴŜ ƳƻƴǘǊŜ ƻǳ ǎŜƴǎ ǘǊƛƎƻƴƻƳŞǘǊƛǉǳŜύΦ !ǳ Ŧƛƭ ŘŜǎ ƧƻǳǊǎΣ Řŀƴǎ 
ŎƻƳōƛŜƴ ŘŜ Ǉƻǎƛǘƛƻƴǎ ŘƛŦŦŞǊŜƴǘŜǎ .ƻǳŎƭŜǎ ŘΩhǊ ǇŜǳǘ-elle retrouver son carrouselΣ ǉǳΩŜƭƭŜ ƭŀƛǎǎŜ ǇƻǳǊǘŀƴǘ ŎƘŀǉǳŜ 
soir dans la même position ? On montrera que ces positions peuvent effectivement être atteintes. 
Si Papa ours effectue ὴ ƳŀƴǆǳǾǊŜǎΣ aŀƳŀƴ ά ƳŀƴǆǳǾǊŜǎ Ŝǘ .ŞōŞ ὦ ƳŀƴǆǳǾǊŜǎΣ ƭŜ ǊŞǎǳƭǘŀǘ est que le manège 

tourne de 
 

  de tour. Tout peut donc être ramené à une fraction de dénominateur 2 016 et de 

numérateur un entier positif inférieur ou égal à 2 лмс όŎΩŜǎǘ ŘŜ ƭΩŀǊƛǘƘƳŞǘƛǉǳŜ ƳƻŘǳƭƻ н 016, comme les heures 
ǎǳǊ ƭŀ ǇŜƴŘǳƭŜ ǊŜƭŝǾŜƴǘ ŘŜ ƭΩŀǊƛǘƘƳŞǘƛǉǳŜ ƳƻŘǳƭƻ мнύΦ [ŀ ǉǳŜǎǘƛƻƴ Ŝǎǘ ŘŜ ǎŀǾƻƛǊ ǎƛ tout entier inférieur à 2 016 
peut être atteint. Observons que ςψψςςτφσ ρȢ Papa ours allant dans un sens, Maman et Bébé dans 

ƭΩŀǳǘǊŜΣ ƭŜ ƳŀƴŝƎŜ ǘƻǳǊƴŜ ŘŜ 
 

 de tour. Donc toutes les positions peuvent être atteintes.                                                                                                                                                                                         

9ȄŜǊŎƛŎŜ н !ǳǘŀƴǘ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǉǳŜ ŘŜ ŎƻǳǇƭŜǎ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎΧ 
Cet exercice propose de « compter » les éléments de certŀƛƴǎ ŜƴǎŜƳōƭŜǎ ƛƴŦƛƴƛǎΦ 5ŀƴǎ ŎŜǘ ŜȄŜǊŎƛŎŜΣ ŎΩŜǎǘ 
ƭΩŜƴǎŜƳōƭŜ ŘŜǎ ŜƴǘƛŜǊǎ ƴŀǘǳǊŜƭǎ N qui sert de référence : on établit des correspondances bijectives entre certains 
ŜƴǎŜƳōƭŜǎ Ŝǘ ƭΩŜƴǎŜƳōƭŜ N. 
мΦ Lƭ ȅ ŀ ŀǳǘŀƴǘ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǉǳŜ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ƴƻƴ ƴǳƭǎΦ tƻǳǊ ŎŜƭŀΣ ŎƻƴǎƛŘŞǊŜǊ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ζ successeur » qui a tout entier 
ὲ associe son successeur όǉǳΩƻƴ ǇƻǳǊǊŀƛǘ ŀǇǇŜƭŜǊ ὲ ρ) ; 
нΦ Lƭ ȅ ŀ ŀǳǘŀƴǘ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǇŀƛǊǎ ǉǳŜ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎΦ tƻǳǊ ŎŜƭŀΣ ŎƻƴǎƛŘŞǊŜǊ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ « double » : ὲᵐςὲ. 
оΦ Lƭ ȅ ŀ ŀǳǘŀƴǘ ŘŜ ŎƻǳǇƭŜǎ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǉǳŜ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎΦ tƻǳǊ ŎŜƭŀΣ ŎƻƴǎƛŘŞǊŜǊ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ǉǳƛ Ł ǘƻǳǘ ŜƴǘƛŜǊ ὲ associe le 
couple ὴȟή défini par ὲ ς ςή ρ. 
пΦ Lƭ ȅ ŀ ŀǳǘŀƴǘ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ǉǳŜ ŘŜ ŎƻǳǇƭŜǎ ŘΩŜƴǘƛŜǊǎΦ tƻǳǊ ŎŜƭŀΣ ŎƻƴǎƛŘŞǊŜǊ ƭΩŀǇǇƭƛŎŀǘƛƻƴ ǉǳƛΣ Ł ǘƻǳǘ ŎƻǳǇƭŜ 

ὴȟή ŘΩŜƴǘƛŜǊǎ ŀǎǎƻŎƛŜ ƭΩŜƴtier ὲ ή 

1. La réponse est dans la question : tout entier naturel possède un successeur unique, et tout naturel non nul 
admet un unique prédécesseur. 
2. Là aussi, tout entier naturel possède un double et tout entier pair une moitié. 
оΦ tƻǳǊ ƻōǘŜƴƛǊ ƭΩƛƳŀƎŜ ŘΩǳƴ ŜƴǘƛŜǊ ὲΣ ǇǊŜƴŘǊŜ ŀǳǘŀƴǘ ŘŜ Ŧƻƛǎ ǉǳΩƻƴ ǇŜǳǘ ƭŀ ƳƻƛǘƛŞ ŘŜ ƭΩŜƴǘƛŜǊ Ŝƴ ƳŞƳƻƛǊŜ ǎΩƛƭ Ŝǎǘ 
ǇŀƛǊΣ ƭŜ ƎŀǊŘŜǊ ǘŜƭ ǉǳŜ ǎΩƛƭ Ŝǎǘ ƛƳǇŀƛǊΦ /Ŝǘ ŀƭƎƻǊƛǘƘƳŜ ŦƻǳǊƴƛǘ ὴ et ή. Réciproquement, si on se donne ὴ et ή, 
ƭΩŀƴǘŞŎŞŘŜƴǘ ὲ du couple ὴȟή est ς ςή ρ. 
пΦ [Ŝ ǊŞǎǳƭǘŀǘ ŘŜ ƭΩƻǇŞǊŀǘƛƻƴ Ł ŜŦŦŜŎǘǳŜǊ ǎǳǊ ὴ et ή est un entier puisque le quotient par 2 porte sur le produit de 
deux entiers consécutifs, dont nécessairement un est pair. 
 

Exercice 3 Nos amies les bêtes 
Une ville a 2017 maisons. Parmi ces 2017 maisons, 1820 abritent un chien, 1651 abritent un chat et 1182 abritent 
une tortue. Soit ὼ le plus grand nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue et soit 
ώ le plus petit nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue.  

Quelle est la valeur de ὼ ɀ ώ ? 

 
Puisque 1182 maisons abritent une tortue, il ne peut y avoir plus de 1182 maisons qui abritent un chien, un chat 
et une tortue. tǳƛǎǉǳΩƛƭ ȅ ŀ Ǉƭǳǎ ŘŜ Ƴŀƛǎƻƴǎ ǉǳƛ ŀōǊƛǘŜƴǘ ǳƴ ŎƘƛŜƴ Ŝǘ plus de maisons qui abritent un chat que de 
maisons qui abritent une tortue, il est possible que toutes les 1182 qui abritent une tortue abritent aussi un chien 
et un chat. 
Puisque le plus grand nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue est égal à 1182, on 
a X = 1182. 
tǳƛǎǉǳŜ ммун Ƴŀƛǎƻƴǎ ŀōǊƛǘŜƴǘ ǳƴŜ ǘƻǊǘǳŜ Ŝǘ ǉǳΩƛƭ ȅ ŀ нлмт Ƴŀƛǎƻƴǎ Ŝƴ ǘƻǳǘΣ ƛƭ ȅ ŀ уор Ƴŀƛǎƻƴǎ ǉǳƛ ƴΩŀōǊƛǘŜƴǘ 
aucune tortue (2017 ҍ 1182 = 835). 
Or, 1651 maisons abritent un chat. 
tǳƛǎǉǳŜ уор Ƴŀƛǎƻƴǎ ƴΩŀōǊƛǘŜƴǘ ŀǳcune tortue, il y a au plus 835 maisons qui abritent un chat, mais pas une 
ǘƻǊǘǳŜΦ 9ƴ ŘΩŀǳǘǊŜǎ ƳƻǘǎΣ ƭŜǎ Ƴŀƛǎƻƴǎ ǉǳƛ ƴΩŀōǊƛǘŜƴǘ ǳƴŜ ǘƻǊǘǳŜ ƴΩŀōǊƛǘŜƴǘ Ǉŀǎ nécessairement toutes un chat. 
Il y a donc au moins 816 maisons (1651 ҍ 835 = 816) qui abritent une tortue et un chat. 



Enfin, 1820 maisons abritent un chien. 
tǳƛǎǉǳΩŀǳ Ƴƻƛƴǎ умс Ƴŀƛǎƻƴǎ ǉǳƛ ŀōǊƛǘŜƴǘ ǳƴŜ ǘƻǊǘǳŜ Ŝǘ ǳƴ 
chat, il y a au plus 1201 maisons (2017 ҍ 816 = 1201) qui 
ƴΩŀōǊƛǘŜƴǘ ŀǳŎǳƴŜ ǘƻǊǘǳŜ ƻǳ ŀǳŎǳƴ ŎƘŀǘ όƻǳ ƴƛ ƭΩǳƴΣ ƴƛ 
ƭΩŀǳǘǊŜύΦ 
Puisque 1820 maisons abritent un chat, il y a au moins 619 
maisons (1820 ҍ 1201 = 619) qui abritent un chien, un chat 
et une tortue. 
9ƴ ŘΩŀǳǘǊŜǎ ƳƻǘǎΣ ƭŜ Ǉƭǳǎ ǇŜǘƛǘ ƴƻƳōǊŜ ǇƻǎǎƛōƭŜ ŘŜ Ƴŀƛǎƻƴǎ 
qui abritent un chien, un chat et une tortue est égal à 619. Donc y = 619. 
Les deux diagrammes de Venn ci-contre montrent que chacune de ces situations est possible : 
Puisque x = 1182 et y = 619, alors x ς y = 563. 
  
Exercice 4 Commensaux 
hƴ ŎƻƴǎƛŘŝǊŜ нс ǇŜǊǎƻƴƴŜǎ ŀǎǎƛǎŜǎ ŀǳǘƻǳǊ ŘΩǳƴŜ ǘŀōƭŜ Ŝǘ Řƻƴǘ ƭŜǎ ŃƎŜǎ ǎƻƴǘ ŎƘŀŎǳƴ ǳƴ ƴƻƳōǊŜ ŜƴǘǊŜ ор Ŝǘ слΣ 
ǘƻǳǎ ŎŜǎ ƴƻƳōǊŜǎ Şǘŀƴǘ ǊŜǇǊŞǎŜƴǘŞǎΦ aƻƴǘǊŜǊ ǉǳΩƛƭ ŜȄƛǎǘŜ ǉǳŀǘǊŜ ǇŜǊǎƻƴƴŜǎ ŀǎǎƛǎŜǎ ŎƾǘŞ Ł ŎƾǘŜ Řƻƴǘ ƭŀ ǎƻƳƳŜ ŘŜǎ 
âges est inférieure à 190.  
 
On note ŀΣ ōΣ ŎΣ ŘΣΧΣ Ȋ les âges des personnes assises en tournant autour de la table. On considère ensuite les 
sommes  Ὓ ὥ ὦ ὧ Ὠ, Ὓ ὦ ὧ Ὠ ὩΣΧΣ Ὓ ᾀ ὥ ὦ ὧ. 
Alors  Ὓ Ὓ Ễ Ὓ τὥ ὦ ὧ Ễ ᾀ τσυσφσχỄ φπ τωτπ 

 ρωπ est donc la moyenne des sommes Ὓ, ὛΣ ΧΣ ὛΦ tŀǊ ŘŞŦƛƴƛǘƛƻƴ ŘŜ ƭŀ ƳƻȅŜƴƴŜΣ ƭΩǳƴŜ ŀǳ Ƴƻƛƴǎ ŘŜ ŎŜǎ 

sommes est inférieure ou égale à 190. 
 
Exercice 5 Une rencontre problématique 
Orphée se rend chez Eurydice, qui se rend chez Orphée. Ils partent 
en même temps et empruntent un réseau de couloirs Ŝǘ ŘΩŜǎŎŀƭƛŜǊǎ 
schématisé sur la figure ci-contreΦ tƻǳǊ ŀƭƭŜǊ ŘΩǳƴ Ǉƻƛƴǘ ƳŀǊǉǳŞ Ł 
un point voisin, la durée du trajet est la même. Tous les parcours 
sont équiprobables. 
Quelle est la probabilité que ces inséparables séparés se 
retrouvent ?  
 
Pas de démonstration ici, mais quelques indications : la probabilité de se retrouver au bout de deux étapes est 

de , celle de se retrouver au bout de trois étapes est de . 

Une simulation de 100000 parcours aléatoires donne : 
>>> sim ulation(100000)  

[0.0, 0.0, 0.14925, 0.11069, 0.12651, 0.08341, 0.09307, 0.0601, 0.0667, 0.04247, 

0.04571, 0.02993, 0.03335, 0.02214, 0.0241, 0.01616, 0.01666, 0.01102, 0.01188, 

0.00769, 0.00806, 0.00561, 0.00649, 0.00385, 0.00403, 0.00256, 0.00331, 0.002, 

0.0027, 0.00144, 0.00163, 0.00111, 0.00115, 0.0007, 0.00081, 0.00038, 0.00062, 

0.00029, 0.00042, 0.0003, 0.00033, 0.00018, 0.0002, 0.00017, 0.0002, 7e - 05, 0.00011, 

2e- 05, 0.00013, 1e - 05, 1e - 05, 2e - 05, 7e - 05, 4e - 05, 2e - 05, 1e - 05, 2e - 05, 1e - 05, 2e - 05, 

3e- 05,  0.0, 0.0, 1e - 05, 0.0, 1e - 05, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1e -

05, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0]  

Dans  lequel on lit :  ὴὙ πȟρτωςυȟὴὙ πȟρρπφωΧ Ł ŎƻƳǇŀǊŜǊ ŀǾŜŎ  et . 

 
Exercice 6 Dents de scie 
Un nombre (entier, écrit dans le système décimal de position) est en dents de scie si chacun de ses chiffres ayant 
deux voisins est ou bien strictement inférieur à chacun de ses voisins ou bien strictement supérieur à chacun de 
ses voisins. Combien y a-t-il de nombres en dents de scie à 8 chiffres, dont les chiffres sont pris parmi 1, 2 et 3 ? 
 

Pour tout entier ὲ ς , notons :  
  ίὲ le nombre de NDS  ayant ὲ chiffres. 
  ίὲȟὩ le nombre de NDS ayant ὲ chiffres se terminant par un 1 ou un 3 (Ὡ comme extrémité). 



  ίὲȟά  le nombre de NDS ayant ὲ chiffres se terminant par un 2 (ά comme médian). 
On remarque : 

¶ Ł ǇŀǊǘƛǊ ŘΩǳƴ b5{ ŘŜ ὲ ŎƘƛŦŦǊŜǎ ǎŜ ǘŜǊƳƛƴŀƴǘ ǇŀǊ ǳƴ нΣ ƻƴ ƴŜ ǇŜǳǘ ŎƻƴǎǘǊǳƛǊŜ ǉǳΩǳƴ ǎŜǳƭ b5{ ŘŜ ὲ ρ 
chiffres se terminant par un 1 ou un 3, 

¶ Ł ǇŀǊǘƛǊ ŘΩǳƴ b5{ ŘŜ ὲ chiffres se terminant par un 1 ou un 3, on peut construire exactement deux NDS 
de ὲ ρ ŎƘƛŦŦǊŜǎΣ ƭΩǳƴ ǎŜ ǘŜǊƳƛƴŀƴǘ ǇŀǊ ǳƴ нΣ ƭΩŀǳǘǊŜ ǇŀǊ ǳƴ о ƻǳ ǳƴ м όƭΩŀǳǘǊŜ ŜȄǘǊŞƳƛǘŞύΦ 

Il en résulte : 

¶ ίὲ ρȟὩ ίὲȟά ίὲȟὩ ίὲ ƻǳ  Ŝƴ ŘŞŎŀƭŀƴǘ ŘΩǳƴ ǊŀƴƎ : ίὲȟὩ ίὲ ρ pour ὲ σ. 

¶ ίὲ ρȟά ίὲȟὩ. 
Par addition des deux résultats ci-dessus : 

ίὲ ρ ίὲ ρȟὩ ίὲ ρȟά ίὲ ίὲȟὩ ίὲ ίὲ ρ 
Or ίς φȟίσ ρπ (On les écrit à la main de façon exhaustive). 
 Donc ίτ ρφȟίυ ςφȟίφ τςȟίχ φψȟίψ ρρπ. 
Lƭ ȅ ŀ ммл ƴƻƳōǊŜǎ Ŝƴ ŘŜƴǘǎ ŘŜ ǎŎƛŜ ŘŜ у ŎƘƛŦŦǊŜǎ ǎΩŞŎǊƛǾŀƴǘ avec les chiffres 1, 2 et 3. 
 


