Théme : Nombres

Exercice 1 Flocon

Les treize entiers 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 doivent étre utilisés, chacun
une fois, pour remplir les disques constituant le motif ci-contre. Les sommes de cing
nombres alignés (il y a trois alignements) et la somme des sept nombres situés le plus
pres du centre sont égales.

1. Quelle est la plus petite valeur possible pour ces sommes ?

2. Quelles sont toutes les valeurs possibles ?

Appelons i cette somme commune et wle nombre inscrit dans le disque central. Il vient :
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Les multiples de 3 supérieurs a 91 et impairs possibles sont : 93, 99, 105, 111, 117 (west inférieur ou égal a 13).
Les sommes possibles sont donc 31, 33, 35,37 et 39. Encore faut-A £ 1 dzZQSft £ S& &a2ASyid SFFSC
5QFAffSdz2NAZ 2y yQI LJa NB3IFNRS I aSO2yRS O2yRAGAZ

Cas® pOndoit faire
trois sommes égales a
30 de quatre entiers
compris entre 2 et 13 et
une somme égale a 30
de six tels entiers.

Casw T On doit faire
trois sommes égales a 29
de quatre entiers distincts
de 4 inférieurs ou égaux a
13 et une somme égale a
29 de six tels entiers

Cas® X.Ondoit faire
trois sommes égales a 28
de quatre entiers distincts
de 7 inférieurs ou égaux a
13 et une somme égale a
28 de six tels entiers

Casw p mON doit
faire trois sommes
égales a 27 de quatre
entiers distincts de 10
inférieurs ou égaux a 13
et une somme égale a

Cas® p oOn doit
faire trois sommes
égales a 26 de quatre
entiers distincts de 7
inférieurs ou égaux a 13
et une somme égale a

27 de six tels entiers

26 de six tels entiers
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Ashley écrit les 2018 premiers entiers strictement positifs. Elle souligne ensuite chacun des 2018 entiers qui est
un multiple de 2, puis elle souligne chacun des 2018 entiers qui est un multiple de 3, puis elle souligne chacun des
2018 entiers qui est un multiple de 5. EnsuitS > | 4 Kt S& OF t OdzA S I &a2vYYS
soulignés. Quelle est cette somme ?
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compris entre 1 et un entier donné &. Faisons un dessin. Le carré de c6té &€ est "4
découpé en trois parties, la diagonale (points noirs), la partie située au-dessus de la ~°
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entiers compris entre 1 et €. Cette somme vaut donc”Y — & ——.0Ona

RS i

ANB

Y p 1T TT WG TT p.@De cette somme, il convient de retrancher les multiples de
2, dont la somme est le double de la somme des entiers compris entre 1 et 1 009,
les multiples de 3, dont la somme est le triple de la somme des entiers compris
entre 1 et 672, les multiples de 5, dont la somme vaut 5 fois la somme des entiers
compris entre 1 et 403. La nouvelle somme est donc
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compte des multiples de 6, des multiples de 10 et des multiples de 15 qui ont été 6tés deux fois.
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alkAa tSa YdzZ GALX S&a -DRNNBzy&Sd YdzfSWA Lif /6 & @B ermie S t
Ydzt GALX S& RS o&diresa nduveaa les$niiltiplesle 36), @6 8té rajoutés deux fois. Il faut donc
soustraire 5 fois la somme des multiples de 30. Finalement "¥eaeee @ pptT Yu @X OT L W@UL Y

Af Tl o



Exercice 3 Rétrogradation

[ S OKATFNBE S L) dza t 3 dzOKe§ 1. A&nd on@tPINE fadaNE chiRrEsQAOY | £ S
sont conservés ainsi que leur ordre, hormis pour le 1 qui devient chiffre des unités. Quel est G ?

Observer les résultats du produitde 6 LJF NJ HX nX pX ¢ Sid 71X

Le chiffre des unités du produit LABCDEx3 est un 1. Donc, le chiffre des unités du produit 3xE doit étre un 1.

Donc E doit étre un 7.

On adonc: 1ABCD7x3 = ABCD7 1

[ 2 NA |j dzQ2 y efiettweycstye @ulltiplitation, on obtient 3x7 = 21 et le 2 représente? dizaines (qui
devient une retenue de 2 dans la colonne des dizaines).

Pour continuer la multiplication, on fait 3xD+ 2 (dizaines) pour obtenir 7 (dizaines) dans la colonne des dizaines de
la réponse. Si on avait fait 3xD, on aurait obtenu 5 (dizaines).

Donc, D doit étre un 5. Ona donc : 1ABC5 7x3=ABC57 1

Pour continuer la multiplication, on fait 3xC+ 1 (dizaines) pour obtenir un 5 dans la colonne des centaines de la
réponse.

Si on avait fait 3xC, on aurait obtenu 4 (centaines).

Donc, C doit étre un 8. On sait que 3x8 + 1 = 25 (centaines), ce qui représente 5 centaines et une retenue de 2
dans la colonne des milliers. On a donc :

1AB857x3=AB8571

Pour continuer la multiplication, on fait 3xB+ 2 (milliers) pour obtenir un 8 dans la colonne des milliers de la
réponse. Si on avait fait 3xB, on aurait obtenu 6 (milliers). Donc, B doit étre un 2.

On sait que 3x2 + 2 =8 (milliers). Onadonc: 1A2857x3=A28571

Pour continuer la multiplication, on fait 3xA (dix milliers) pour obtenir un 2 dans la colonne des dix milliers de la
réponse.

Donc, Adoitétreun4.0Onadonc:142857x3=428571

On peut vérifier cette multiplick G A 2y LJ2 dzNJ 8 QF 8 4 dzNBNJ |j dzQSt £ S Said o62yyS

Exercice 4 La splendeur des Anderson

Un nombre Anderson est un entier strictement positif k inférieur a 10 000 dont le carré se termine par les chiffres

de k.

Par exemple, 25 est un nombre Anderson puisque 625 se termineparH p X Y A& T p Yy Q\&darson LI &
puisque 5625 ne se termine pas par 75.

Faire la liste de tous les nombres Anderson pairs.

Les entiers strictement positifs 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ont pour carrés respectifs 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 et 81.

Parmi ces carrés, 1, 25 et 36 sont les seuls qui se terminent par le méme chiffre que celui de leur racine carrée.

9y R Qteroms, N5 et 6 sont les nombres AndersonR Qdzy O&KAFaNBt SGaSdAd y2YoNB |
chiffre.

Pour déterminer tous les nombres Anderson de deux chiffres, onremarqueX R QI LINB & @ 8zQlgayzA (i ISINT
nombre k doit avoir 6 pour chiffre des unités.

On cherche donc des nombres Anderson k de deux chiffres ayant pour chiffres c6.

Ce nombre & Q Sk Nk 6.

DoncQ pmm pCat 6@ PN W PTED O @

Le chiffre des unités de 'Q est donc 6.

Pour que k soit un nombre Anderson, il faut que le chiffre des dizaines de 'Q soit > GacBea ik les deux

derniers chiffres de Q soient c6.

Donc, le chiffre des dizaines de Q doit étre égal au chiffre des unités de 2c + 3.

Donc k =10c+ 6 est un nombre Anderson lorsque le chiffre des unités de 2c + 3 est le chiffre c.

On vérifie les 9 valeurs possibles de c pour conclure que la seule qui vérifie la condition est c=7.

Donc, k=76 est le seul nombre Anderson pair de deux chiffres.

(On peut vérifier que 762 = 5776 et que ce dernier nombre se termine par 76).

On cherche maintenant un nombre Anderson pair k de trois chiffres.

En utilisant un argument semblable au précédent, on conclut que les chiffres de ksontbt = @-@r8:a

Q pmam X @
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Pour que k soit un nombre Anderson, le chiffres des centaines de "Q doit é&tre celui de k, O Q &-diré, le chiffre
des unitésde ca  x doit &tre b. On vérifie que seul b = 3 convient.

Donc, k=376 est le seul nombre Anderson pair de trois chiffres.

(On peut vérifier que 376% = 141 376 et que ce nombre se termine par 376).

Il reste a déterminer les nombres Anderson pairs de quatre chiffres.

En utilisant un argument semblable au précédent, on conclut que les chiffres de k sont a376.

Un raisonnement analogue conduira au fait que le chiffre des milliers a doit étre le chiffre des unités de 2a + 1 et
que la seule valeur possible est a=9.

Donc, k = 9376 est le seul nombre Anderson pair de quatre chiffres.

(On peut vérifier que 9376° = 87 909 376 et que ce nombre se termine par 9376)
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On considére trois réels positifs tels que, pour chaque paire de réels choisis parmi ces trois réels, la différence
entre la somme de ces deux réels et le réel restant soit positive.

Montrer gque le produit de ces trois différences est inférieur ou égal au produit des trois nombres

Soit a, b et cces trois nombres. On sait queoo O O MO O O Tetd ©® ® T

On va comparer le produit @ @ @ ® O O ® O © au produit ¢ O (@ui sont des nombres positifs) en
comparant leur carrés.

o, ® O O O O O o o quiestinférieurouégalad .

On procede de méme pour les autres facteurs regroupés par deux et on a le résultat voulu.

Exercice 6 2 018 entre deux palindromes

Dans cet exercice, on considere des nombres entiers écrits dans le systéme décimal de position. Un palindrome
est un nombre semblable au nombre obtenu en renversant la position de ses chiffres : 202, 4554, 12 321, etc.
sont des palindromes.

Si on ajoute a 2 018 un certain palindrome, on obtient un autre palindrome. Quels sont-ils ?

Ajoutons un nombre palindrome de deux chiffres & 2 018. Le résultat a quatre chiffres, son chiffre des unités est
donc 2 et le nombre a ajouter est44. Maisctp Y1 T ¢meayn Y QSad LI & dzyS az2f dziai?2
Ajoutons un nombre 0 de trois chiffres 420180 [ S y2Y0ONB 200Sydz aQSONAR(G Sy
supérieur a 3000 danslecasou 0 wyx SG &aA 0O0QSad dzy LI O a/pRuNdiffi&dest £ 2 N
dzyAiSa px Ff2NRE 1jdzQ2y +FTGUSYR o® tl & RS az2ftdziazy RS
Si la somme a quatre chiffres, alors le chiffre des unités de 0 est 4. Son chiffre des centaines aussi. Si on ajoute

404 a 2018 on trouve 2 422. Le seul chiffre des dizaines convenableest2:¢mmp YT ¢ T T T.¢

Ajoutons un nombre de quatre chiffres a 2 018. Si ce nombre est inférieur a 7 982, le résultat a encore quatre

chiffres. Si son chiffre des unités est & son chiffre des milliers est aussi &y et on doit avoir @ Yet® ¢ ou

® ¢ p6Sy OFa RS NBGSydzSv O2y3INMzA Y2RdzZ 2 wmn O6Afa &z,
palindromes a quatre chiffres compris entre 7 983 et 9 999 ajoutés a 2 018 donneraient un chiffre des dizaines de

mille égal a 1. Leur chiffre des unités devrait donc étre 3 (8 + 3 = 11) et donc aussi leur chiffre des mille, trop petit.






Theme : Angles et distances

Exercice 1 Aigué, aigu, obtuse, obtus

Un angle aigu a une mesure strictement inférieure a 90°.

Combien un polygone convexepeut-A f  O2 YLR NI SRJ RQl y3Ift Sa | A 3dza

Rappet OK I Ij dzZ§ RNRBAGS &dzLJLi2 NI R Qidisfmin® HelixSlemRoRmizdont ligcondiedt2 vy S

entierement le polygone.
{AZ LINILFYyd RQdzy &az2yYys
A suit son contour, & chaque sommet suivant

2y (02dz2NYyS RQdzy y3aftS a
pas d'angle aigu  un angle aigu deux angles aigus  trois angles aigus { Q1 Y EJ f, S R2ylu OS RSNY 7\ S
azyvysuoo {QAf €& I | dz 4N

tournedeplusdet wm oced /S yQSad LI a LR2aairofsSo
Exercice 2 Triangle isocele caché

Les points A et B appartiennent au méme cercle de centre O et le triangle -
l'h. Sad NBOGlIy3IES Sy ho [ YSRAFGN : U Wl
Le segment [OK] coupe [AB] en L.

Montrer que le triangle AKL est isocéle.

Le triangle OKB est équilatéral (OK = KB puisque K appartient a la médiatrice
de [OB], et OB = OK puisque ce sont des rayons du méme cercle). Le triangle \
OAK est isocele de sommet prmmpal 0, etson angle en O a pour mesure 30°
(unangledroitmoinsunand € S R Qdzy G NAdk LIt S3 OSSjydardeAldd SjiNES 0&a S& | y 3t Sa
h! . Sad NBOGIy3f 3! WHERANKS 1 Il @Y (SYIHmRBERBIZEN  |j dzS QI
O2yaARSNIydG 1 a2YYS RSa I ydito&kdebodmelipidcipahpIt S [ ! YI 2

Exercice 3 Les Acutangle contre les Obtusangle

hy RAG ljdZQdzy GNRFY3IES Sadi +Odziby3IfsS t2NEdzS G2da&a &
t 2NBIjdzQAt | dzy y3tS 20ddza® o
1. Montrer que si a, betcsontleslongueurs(avec @ ® o RQdzy GNAIF y3ad Sw2adidzal y3t S

2. Déterminer tous les entiers naturels x 1 St |j dzQdzy GNRAFy3If S R2y10, 171 &&x s0i0t G S
obtusangle.

1. On considére un triangle obtusangle ABCR 2 y (i © © BsyoBtfisS D
Onpose AB=c,AC=tBC =a

On trace un segment [CD] de longueur b et perpendiculaire a [BC].

Le théoreme de Pythagore appliqué au triangle BCDest rectangle en Cdonne : B c

60 M6 60 WD  .Or,letriangle ACDest isocéle avec CA = CD.

Donc6 ‘06 6 0 O

Deplus,6 O6 6 OGtd 6 O 6 6 ODoncd O6 6 6 @t dans le triangle BDA, onaBA>BD>  Qsilea (i

0 VO o soit®> wX OS lj dz@énfrer. ¥ £ £ AG RS

2. Supposons que lalongueur xS ad 1 f 2y 3dzSdzNJ Rdz LJ dzd 3 NB-gir&supposoidsS R d;
quepm px @

5QF LINB & f QA Y S 3 Hoft doic §oiriNKI>KE@ RO F RINBE 8S gmpx2¢. R2A G |
5 QF LINB & refcdnditibd\NdS X7 AP8isque x est un entier, X *6.

5 Q LINB & md conditiors dzEcAp&Gomme x est un entier, x x20. Les valeurs possibles sont donc x = 20, 21,

22,23, 24, 25, 26.

Supposons que la longueur x Y Q S asia lohdueur du plus grand coté du triangle obtusangle, O Q &-diré
supposons que x XK17. (On saitaussique 10 XXM T @ Lf Yy QS &G LIlefuel Hevl0dg deli éstyfeiplusRS &
grand.)

Ondoitavoirx+10>17etpmm @ p X.

5 QF LINB & refcdnditibdNdS ¥ RuBque x est un entier, alors x 8.

5 QF LINB & mdconditRrS @zE b §.@omme x est un entier, alors x X13. Les valeurs possibles sont donc x =

8,9,10, 11,12, 13.

En tout, les valeurs possibles de x sont 8, 9, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25 et 26.



Exercice 4 Bille coincée

Un cylindre a un rayon de 12 et une hauteur de 30. La base circulaire supérieure du cylindre
Said tF olasS RQdzy OtyS Si tS OSyiuNB RS f
OtyS® hy LI I OS dzyS &LIKSNBE t elte®iche@schik, & dzh
base du cylindre et a la surface latérale du cylindre, comme dans la figure ci-contre.

Quel et le rayon r de la sphere ?

4 5 On coupe le cylindre, le cone et la sphéere par un plan vertical qui passe par les centres
des faces supérieure et inférieure du cylindre et par le centre de la sphere.

Les sections transversales respectives obtenues a partir du cylindre, du cdne et de la

] spheére sont un rectangle, un triangle et un cercle.

Puisque la sphére touche au cylindre et au cone, la section qui en résulte donne un cercle
: qui est tangent a deux c6tés du rectangle (en F et H) et & un c6té du triangle (en G).

G
F— Puisque les rayons sont perpendiculaires aux tangentes aux points de contact, (OF) est
\ perpendiculaire a (AD), (OG) est perpendiculaire a (AE) et (OH) est perpendiculaire a (DE).
b H E ©  Deplus, OF=0G=0H=r.

Puisque le cylindre a un rayon de 12, alors DE = 12.

Puisque le cylindre a une hauteur de 30, alors AD = 30.

[ S ljdzr RNAf I §8NB Chl 5 I RS& I rgtaryl& Be ples OB AOH &r, dSngFOMDE 5 S
estuncarré et DH=DF=r.

tdzA &aljdzS 59 ' mu SG 51 I NEX 2NBE 91 ' MH b N
tdzA&aljdzS '5 ' on SG 5C I' NE 2NBR ! C I on b NI

tdzA &dljdzS o!' D0 SiéG 6! Cco az2yid RSa (Fy3aSyisSa NBysSSa t LI
(En effet, les triangles AF O et AGO sont rectangles, ils ont un c6té commun [AQ] et deux cétés de méme longueur

[FO] et [GO]. lls sont donc isométriques.)
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Exercice 5 Essaim de cercles
On considére dans la figure ci-contre des cercles X, G et G, de rayons respectifsr, 2 et 3, et
G§Sta 1jdz§ OKL lj dz§ OS ND fcéitretsoit ftafigdnE OeRaktmen? tfois F
autres cercles. Le cercle au centre est tangent a tous les autres. Déterminer une valeur
approchée & 102 prés du rayon r.

En considérant les centres A, B, C, D, E, F, G H des cercles, définis comme dans la figure ci-
contre et les cercles deux a deux tangents, on obtient les égalités suivantes :
AB=AG=4,BD=AD=AE=AF=GF=5DE=EF=6etHA=HB=HG=r+2.

Les triangles ABD et AGF ont des cotes de méme longueurs 5, 5 et 6. lls sont donc
Ad2YSUONRIldzSae Lf Sy Said RS YsYS RSa

D ABH et AGH.
On en déduit que
B E (11 $$1 %! "1 &&!I.D
. Cc2YYS fI &a2yYyYyS RS (G2dzisSa 0OSa
H 4 en déduit que les deux sommes précédentes valent chacune
180°. On consideére alors la moitié de la figure ci-contre.
En appelant K le milieu de [DE] et L le milieu de [AB]. Dans le triangle ADE, isoceéle en A,onaDK=KE=- =3 et la

YSRAIFYS o0!' Y0 Said Fdzaar KI dzi SedzNDe méng dnSe pRgant dans I8 tiliangieA & & S

ADB isocéle en H, on a BL = AL = 2, la médiane (DL) est aussi bissectrice et hauteur.
Dans les triangles EAK et LAD rectangles respectivement enK et L, on a donc :

ORAb! + -etAT,0 $-RQWG+ o d@pyet, ! $ oot 4
Onendéduitque (! , pyJt , ! $c%! + o T
CommeAT (O , — — onendéduit— T @ X w R Q 1% m.v



Exercice 6 Pythagore allongé

On considére un carré ABCD. Sur la diagonale [AC], on place, comme sur la figure ci-contre, 4 B
les points E, et F tels que AE = x, EF =y et FC = z On suppose de plusque OO0 1 U. )
Montrerque® @ & . CN\E
v
On fait subir au triangle DFC une rotationdecend N3 5 Si& RQlFy 3t S . F S &8
Comme [AC] est la diagonale du carré ABCD, %! $ & # $ 1 4. = :

D C
Par rotation, & 2! & # $ 1 U.Onendéduit™ @ O TJ 10 wd

5lya €S GNARAIFIy3afS cQts5 NBOGFIy3ItsS Sy ' 2y | R2yO
@ @@ 00 @& 00 a w.
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N\ F /| $a& RSdzE GNAI y3IfSa azyid R2yO A&a2YSONAIJd
hs° > Onendéduitquew w Q.
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Exercice 7 Les pieds des bissectrices A
{2A0 './ dzy GNRIFYy3tSe® hy y24G4S 5 a
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et angles correspondants, ! # %# ! $t! %# " ! $
Par définitonde D," ! $ #! R2y O !/ 9 Sad Aa
droites (AD) et (CE) étant paralléles, — —donc— —.
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Exercice 8 Cercle enveloppant .
Dans la figure ci-contre, le triangle a des c6tés de longueurs 6, 8 et 10. Trois demi-cercles sont / \\
GN} O0Sa t t QSEGSNASA2NI Rdz GNAFy3IES | SO t s 4 Rdz
ensuite tracé tangent extérieurement a chacun des trois demi-cercles. \ /

Quel est le rayon du grand cercle ? \\7

hy NBYI NJjdzS IjédipBoqui db lthédienei de Pythagore, le triangle est
rectangle (carg@ @  p mMON nomme ce triangle ABC, ou AB=8,BC =6 et AC = 10.
| hy O2y&aARSNB dzy NBLBENB RQ2NAIAYS . RIlIya
/' . Soit X, Y et Z les milieux respectifs des cotés [AB], [BC] et [AC], diametres des demi-
cercles. X, Y et Z sont donc les centres de ces demi-cercles et on obtient facilement
7 X(0,4), Y(3,0) et Z(3,4). Soit M(s, t) le centre du grand cercle et r son rayon. Soit U, V et
W les points de tangence avec les demi-cercles de centres respectifs X, Y et Z. Les
droites (MU) et (XU) sont confondues car U est le point de tangence commun au demi-cercle et au grand cercle
qui sont tangents entre eux ces deux droites sont perpendiculaires a la méme tangente en U). De méme pour
(MZ) et (MW) comme pour (MY) et (MV). MU =MV =MW =r (rayon du grand cercle), et XU=4,YV =3 et ZW =
5 (rayons des demi-cercles), donc M X =M U ¢ XU =r ¢ 4. Idem pour les points Y et Z. On obtient donc - 8

|
|

i T 0 T i T, -9 i o 0 Tt i o et - : i o 0 T
i L . Onsoustrait la troisieme équation de la premiére pour obtenir, la troisieme équation de la deuxieme et
onobtienti -i et © -i.On reporte dans la premiére équationpour2 6 4 SY ANJ dzyS Sljdzr GA2Y

dzy S F2Aa aAcYoLX @ i StEAnmahSpduNdtré solution, on en déduit quei  —.



Exercice 9 Partage A L D

On veut partager une plaque carrée ABCD en respectant les trois contraintes

suivantes : H

-ceLJ} NI'H3S R2A0G aQSFFSOGAZSNI LI NI Ijdzt G ) k S ac
milieu du coté [BC] ; “sg”

- on doit obtenir 9 morceaux ; F G

- ces 9 morceaux doivent permettre de reconstituer 5 petits carrés identiques. y 3

Comment procéder ? B N c

En supposant que la plaque a un c6té de longueur 1, les cing petits carrés reconstitués doivent avoir une aire

égale a - et donc un coté de longueur =

I 2YYS Af yQeée | 1jdzS & Y2NOSIHdzEEZ f Qdzy RSa LISGAGa OF N
et donc du probléme conduit a placer au centre du grand carré ce petit carré entier en le faisant reposer sur [AK],

ce qui définit les autres coups de scie a donner et conduit a la figure suivante.

Il reste a prouver que cette construction répond bien au probléme poseé.

Par définition des pointsK,LM etN, ona:

, & -1 8 -"B " bdoncle quadrilatere LDNB est un parallélogramme et les droites (LB) et (ND).
On montre de méme que les droites (MC) et (AK) sont paralléles.
5QFLINBa S (KS2NEYS R Penteiedingles autres triangles autour du carré EFGH. On

Sy GANB 91 ' 19 [ 150 hNE %R P, LINE & - 608 TAK DHDNEYS RS t

5Q%G — %, —=et%h( ! % —

OYFTAYS Sy STFFSOldz yi dzdes, leNBabgle GNC2rgttaniteeh ¢, Bst Swvoyesucle | dzi
GNRAFyYy3atS YDQ/ SG 2y NBO2yaidAddzS AyaAx dzy OF NNB D/ |
méme 3 autres carrés identiques au précédent.

Exercice10¢ NA I y3f S RQh NJ A
Onconsidéredzy’ GNAIFy3IES 1./ Aaz208tS8 Sy ! !I"#dpele O
segment [AC] en un point D tel que le triangle CDB soit isocéle en B.
M® 5SHESNY¥AYSNI £ YSHHENB Sy RSINB RS f Ql o
2. En supposant que BC =1, calculer AB.

‘
Notonsy " ! # ! " $tr | " #estriangles ABC et CBD sont isocéles respectivement — ;
enAetenB,doncr ! " #" #! #$."

6.50 Sal oArAa&aS@OINRA Q@S RS fQl y3ts
On en déduit, en se plagant dans le triangleBCD : ¢r 1 p WJmoity o @etr X 4
En se placant dans le triangle ABC, isocéle en A,onentire] o @

[ Sa GNALFy3tSa ./ SiG ./5 2yid tSdzNB | y3fSa S3IkdzE RS
5Ql dzi NB LJ NIz €S GNAfl yj3dor8ADI=BD5=-BCS4.0 Aa208ftS Sy 5 OF N
Sionposew ! " onobtient- —— —— —.

On est ramené a résoudre dans R*' f QS |j dad Gcd 20y mlj dzZA & QS @NA (i - uzkt dokt la seule

_ . . "
solution positive est @ ——.



Theme : Algorithmes, graphes

Exercice 1 Casse-téte

Les entiers de 1 a 6 doivent étre placés dans les cases du quadrillage ci-contre. On ne peut pas
placer deux entiers qui different de 1 dans deux cases qui partagent un méme coté. Le nombre 1
S&ad RS2t LI I OS® /2Y0ASY RQ SafsiaxaSchBiqude pafuli S?NB Sdz@ S

On nomme a, b, cet dles nombres placés dans les cases indiquées ci-contre.

Or a, b, ¢, d et xdoivent égaler 2, 3, 4, 5 et 6 dans un ordre quelconque, sans que deux entiers qui
différent de 1 ne soient dans deux cases qui partagent un méme coté.

Donc,ay' S LJSdzii @It 2ANI W SG yS LISdzi sdiNB S3I f bla|lo0oZ n
Sia =3, alors ni b ni d ne peut valoir 2 ou 4. Ainsi b et d valent 5 et 6 dans un ordre quelconque.

Dans ce cas, ¢ ne peut valoir 4 (puisque b ou d est égal a5), donccl’ H = x=RQ2 G cld

Sia=4, anrsvniAb nig ne peut valoir 3ous. Ain§i b et d vqlent 2 et 6 dans un ordre quelconque. B A
5lya OS Olaz O yS LSdzu It 2AN o 2dz pZ LidzA f Sal
impossible.

Sia =5, alors ni b ni d ne peut valoir 4 ou 6. Ainsi b et d valent 2 et 3 dans un ordre quelconque.

Dans ce cas, ¢ ne peut valoir 4 (puisque bou d vaut3),donccl’ ¢ Ix=R.Q2 G

Sia=6, alors ni b ni d ne peut valoir 5. Ainsi b et d valent deux des nombres 2, 3 ou 4 dans un ordre quelcongque.
Sibet dvalent2et4,alorscy S LJSdzi @Fft2ANJ o 2dz p o0fSa y2YoNBa
Sibetdvalent3et4,alorscy S LJSdzi @Fft2ANIH 2dz p 0fSa y2YoNBa
Sibetdvalent 2 et 3, alors on peut avoir c=5. On doit alors avoir x = 4, ce qui est impossible.

On la seule valeur possible pour x est 4.

Exercice 2 Eloge de la différence

9l yld R2yysS fI fAa0S RQSYGASNE mMZI oX X nX mmI fSa
M I HX dipbb no IT pc3SG MM b n ' 1Td [ LIXdaA LISGAGS RATT
de cette liste est 2.

1. Placer les entiers 1, 2, 3, 4, 5 de maniére que la plus petite différence positive entre deux entiers adjacents
guelcongues de cette liste soit 2.

2. On place les vingt entiers 1, 2, 3, .., 18, 19, 20 de maniére que la plus petite différence positive entre deux

entiers adjacents quelconques de la liste soit N.

a. Expliquer pourguoi N ne peut pas étre supérieur ou égal a 11.

b. Trouver un arrangement des entiers pour lequel N = 10.

3. On place les vingt-cing entiers 1, 2, 3,..., 25, 26, 27 de maniére que la plus petite différence positive entre deux

entiers adjacents quelconques de la liste soit N.

Quelle est la plus grande valeur possible de N ?

1. Une facon de les placer est 1, 3, 5, 2, 4. Les différences positives entre les entiers adjacents sont 2, 2, 3, 2.

(On remarque que la condition est équivalente a celle de placer les entiers de maniéere a éviter que deux entiers
consecutifs soient en positions adjacentes.)

2.a5Fya YOQAYLRNIS 1jdzSt FNNFy3ISYSyidz tQSYyGdASNI mn R2A
Danslaliste 1,2, 3, ..., 20, les entiers les plus éloignés de 10 sont 1 et 20.

Les différences positives entre 10 et ces deux entiers sont 9 et 10.

Donc, la différence positive entre 10 et tout autre entier de la liste est inférieure ou égale a 10.

52y 0 RIFEYad YQAYLERNIS 1jdzSt | NNJ y3ISYSyanI0 MndiN (R @k petited | &
de ces différences) est inférieure ou égale am n = -3Redl&dpeut pas &tre supérieur ou égal a 11.

bbhy O2y&aARSNBE f QFNNIy3aASYSYyld &dAGBIyld Y MAI HAZ G M
Les différences positives entre les entiers adjacents sont : 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10, 11, 10,

11, 10, 11, 10. La plus petite de ces différences positives est 10.

3hy O2yaARSNB tQSyGASNI mn | dzR,35.5,852,87. y2 YO NB Rdz YAf .
[ L¥ dza 3INI YRS RAFFSNBYOS LREAAGAOGS LRaarofsS SydiNd
52y0 RIYad YOQAYLRNIS [dzSt NN} y3ISYSyids Af R2AG & | &

Donc N, la plus petite des différences positives, est inférieure ou égale a 13.



t 2dzNJ Y2YGNBNJ ljdzS tF LJX dza& 3INI YRS @ SdzNJ Ll2aaAirof S
=13, car il se pourrait que pour une raison ou une autre, on ne puisse trouver une liste avec N = 13.

Voici un tel arrangement : 14, 27, 13, 26, 12, 25, 11, 24, 10, 23,9, 22, 8, 21, 7, 20, 6, 19, 5, 18, 4,17, 3, 16, 2, 15, 1.
Les différences positives entre les entiers adjacents sont : 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13, 14, 13,
14,13, 14,13, 14,13, 14, 13, 14, 13, 14.

La plus grande valeur possible de N est 13.

Exercice 3 Un critére de divisibilité

Charles Lutwitge Dodgson (Lewis Carrol) LINR LJ2 &S Sy wmMy Tt dzy (GSaid RS RAGDAAAC
avec au moins deux chiffres dans le systeme décimal, en énongant une condition nécessaire et suffisante : le

nombre 0 est divisible par 11 si et seulement si la différence entrelenombNE 206 G Sy dz Sy & i yi R
son chiffre des unités et ce chiffre des unités est divisible par 11.
1. Démontrer cette condition nécessaire et suffisante

2. On dispose des instructions Quotient (0 I qui renvoie le _ — -
quotient de la division euclidienne de . parl et Mod( rE)qui |V entier, Q phw 7

renvoie le reste de la division euclidienne de ( par ¢. Ecrireun | Tantquev  p mr 3
algorithme déterminant si un entier est divisible par 11. Faire 0 N Quotient (0 'p J6Mod (U I'p It

[ QF LILX A Ij dz9IN36 548210,097 658 BRH Fin Tantque
Tantque Q w

P
w»

, . s ” . . N H “SN 1) (4
1. Appelons 6 le chiffre des unités de 0 8l existe un entier & tel | Faire@™ U p (£2
qued p B O80nassocieal lenombred & o4l Sim T

3QSyadeh b ljpdaBles divisibilités par 11de § etoee | Print0 T O1 OEDD A
sont donc équivalentes. _ > Qop
2. Voir ci-contre Fin Tantque
Exercice 4 Slalom
00— Les entiers sont disposés en cascade selon le
1 L 2 schémaci-O2 Yy i NS ® { dzZNJ OK I |j dzS
3 g * g 5 h 6 croissant de gauche a droite. En partant de 0,
N PN s PR on oblique tantot vers la droite, tantot vers la
2 g g 10 i 12 13 14 gauche pour atteindre un entier donné. Par

~  exemple, la suite GDG conduit a 9, la suite

DGG conduit a 11. Quelle est la suite

conduisant a 100 ?
hy LI &a$S ¢tRiuésyrun® ¢eriaiedighd a ceux qui lui succédent dans la cascade en multipliant par 2 et
F22dzityd m 00QSad €S y2YoNB RS Il dzOKSS AYLI AND 2dz -
pair). On « remonte » un nombre pair tel que 100 en lui 6tant 2 et divisant par 2. Cela donne 49. 49 succéde a 24,
24 succedeall,11a5,5a2et2a0.Lachaineestdonc:2¢5¢11¢24¢49¢100 etlesinstructions DGGDGD.

Exercice 5 Langage fruste

5Fya OS ftFy3arasSs 2y y Qdzi ALOFANGLISA Nj dBSQ diayNRBYA2al0 I SLOLAr NNSiaSSy 1!y
de nouveaux mots, a condition de respecter les trois regles suivantes :

1. Dans tout mot du langage, A peut étre remplacé par AA ;

2. Dans tout mot du langage, B peut étre remplacé par C ;

3.AtoutY2(d Rdz € y3al3Sy 2y LISdzi F22dziSNJ dzy / t €1 LI I OF
Peut-on fabriquer les mots AAAABBCBAAAABBCCCBBAABBC, ACCABCBCAABBCCBBACCC,

AAAABCCBAAAABBCCBAABCC a partir du mot AABBBBAABBCCBBABBC ?

Observer que, selon la loi de fabrication de nouveauxmots,f S y2 Yo NB RS fSGiNBa ! yS§
un mot et un mot qui en dérive. Observer également que, selon cette méme loi, le nombre total de lettres (B ou

/0 yS LISdzi fdzA | dzaai |jdzQl dzZa3YSy i SN



Exercice 6 Boites de canelés bordelais (Olympiades 2017)

Une patisserie propose des boites de canelés bordelais de diverses contenances : des conditionnements par 6, par

9, par 12 et par 16 sont possibles.

1. Peut-on acheter 10 canelés, 20 canelés, 30 canelés ?

2. a. Etablir la liste des quantités, inférieurSa + onX 1jdzQ2y yS LISdzi LI & NBIFfAaA
b.a2y i NBNJ [jdzSs & @Aad queStauk athatSde &fzy plB y g Sd®) th v canelés soit
L2aaArof Sy Ff2NAR Af Sad cdeelssupdiéu® ouR@ea@KSGSNI G2dzi S | dz
c. Déterminer le plus petit entier £ réalisant la condition précédente.

Un algorithme glouton mais peu performant :

Pour conditionner une commande de € canelés, on peut appliquer un algorithme (qualifié de glouton) consistant

a utiliser un maximum de boites de la plus grande taille, puis de placer ce qui reste dans des boites de taille
immédiatement inférieure, etc.

3.a.vdzS R2yyS OSGGS YSUiK2RS aQAaf aQlF3a3Axd R$E NBLI NI AN
b. Et pour répartir 75 canelés ?

¢. Pourrait-on conditionner les 75 canelés en procédant autrement ?

Retrouvez une solution rédigée dans la rubrique « Olympiades »

Exercice 7 Cycles routiers

hy RAG 1jdzQdzyS @Af €S || LIt BIBnpeiypartir de A elzgéverd & Leh tBavedadtdzi A S|
exactement&  p autres villes.

Dans une certaine région, toutes les villes appartiennent a un cycle routier de longueur 4 et toutes les villes

appartiennent a un cycle routier de longueur 5.

Est-il certain que toutes les villes appartiennent a un cycle routier de longueur 3?Est-2 Yy Ys YS OSNIi | Ay
ville au moins appartient a un cycle routier de longueur 3 ?

Ce schéma permet de répondre aux questions




Theme : Aires et volumes

Exercice 1 Parapluie ou champignon ? 4
Dans la figure ci-contre, ABC est un quart de disque de rayon 8. On trace un demi-cercle

de diametre [AB] puis un deuxieme demi-cercle de diametre [BC].

| 2YOASY @l dzi t QFANBE RS fI NBIAZ2Y 2Y0NB

A La région ombrée se décompose en deux régions, 1 et 2, g
dont les aires sont égales (car la somme des aires des demi-
RAaldzSa Sad S3artsS £ fQFANB Rdz INIYyR |dz
donc le double de celle de la région 2, ou encore le quadruple de la différence entre

flCA NS Rdz ljdz-r Ni RS RA&ldzS RS OSyiNB a f.

s [S

Finalement:' 1 -“ po- T T péh OC
B
Exercice 2 Triangles gigognes A
M® ¢2dziS YSRAFYS RQdzy GNALFy3fS NA |

2. Dans la figure ci-contre, les points M, N, P sont tels que A, M, P sont
alignés, ainsi que les points B, N, M et les points C, P, N. On suppose de

LJX dza 1jdzS € QFANB Rdz GNAI yEEf S-at H N
", -, -et#0 -0.® /I f Odzf SNEABQI A NB Rdz &N P c
1. La hauteur relative a la « base » est la méme, la longueur de la « base »

est divisée par 2.
2. Un raisonnement analogue a celui de la question 1. donne :

aire(MPC) = - aire(MNP) = 12, aire(AMC) = - aire(MPC) = 4,
aire(NMA) = - aire(MNP) = 8, aire(NAB) = - aire(NMA) = 2,
aire(NPB) = - aire(MNP) = 6, aire(PBC) = - aire(PNB) = 3.

Le triangle ABC adonc pour aire 24 +12+4+8+2+6+3=59.

Exercice 3 Un puzzle déterminant

R ‘N 5Fya £S LIy NILLR2NIS t dzy NBELIS NB
"""""""""""""""""""""""""""" v Az coordonnées et G) et M (de coordonnées coet d) sont trois sommets
diw M /2. RQdzy LI NI} ffSEt23aNIYYS 0tS ljdzr GNRASYS
s P B ia aumilieu de [LM]) entierement situé dans le premier quadrant.

a2YUNBNI l[dzS t QF ANB RS AABODI NI £ f S 2
: | On utilisera apreés les avoir justifiées les égalités des aires des triangles

b """"""""""""" L notés 1, des triangles notés 2, des triangles OSM et LVN et des triangles

; 2 i OTL et MBN.

o ¢ T/ a '
La formule est-elle encore valable si le point M est dans le deuxieme quadrant ?

[ QF ANB Rdz NBOu@e}’@Lﬂ%zuRSguWSR/SaCMQWLQZa$S sy f QF ANB Rdz

he[ = fQFANB Rdz uNJ\I;/EIfSlIet{an [SQil X E& R UNRI Yy 3
LI N» £ £ St 23INF YYS LIS dzi suNB R$02YLJ2—a$S NB Rdz |
f QF ANB Rdz L'JNJ\IyEIfé a.b Si fQlFANKB R ) o[ b ®
NB&adAf 6SYy i RQA&2MGieNBIIEA YRS Y liidzF At @

quadrilatére VNBP, comptéededzE. F2A &> a5 NBdzy A & | SNJ f QI
NBEOGlIy3afS tvbwd 5Q2G S NBadzZ Gl

Lafigureci-O2 Y INB Y2y iNB fQl aasSyvyofl 3$s | “a Sa
RSdzEASYS ILdzI-RNJ-yGCD Lf aQF3aAaAd OSGi . %I RRA !
formule reste valable, wétant négatif. ¢ i



Exercice 4 Volume de la sphére (méthode des indivisibles)

On considére une demi-boule de rayon 'Y posée sur un plan 0.

" 083GS RQStEftS asS GUNRdAz@S dzy
hauteur'Y.[ I ol aS RQdzy OsyS RS N
Y coincide avec la face supérieure du cylindre, et son sommet
coincide avec le centre de la face inférieure.
1. Montrer que le disque intersection de la boule avec un plan s

paralléle au plan U situé a la distance "Qde celui-ci et la couronne circulaire déterminée entre le cylindre et le cone

par le méme plan ont la méme aire.

2. Laméthode des indivisiblggopose de calculer des aires ou des volumes en suivant le principe suivant : « si

RSdzE adzNFI 0Sa azyid O2yaidAiiddzSsSas;RSolumasdef&igobjdts@ta £ S f
€gaux si les sections transversales correspondantes sont, dans tous les cas, égales » (Bonaventura Cavalieri, 1598

¢ 1647, Gilles Personne de Roberval, 1602 - 1675). Appliquer ce principe pour évaluer le volume de la demi-boule

(LlJdzA & €S @2f dzYS RQdzyS &aLIKSENBI Sy 3ISYSNIfOd

1. Lerayoni du cercle intersection de la sphere avec un plan situé a la distance "Qdu centre de la sphére est

donné, en application du théoréme de Pythagore, pari MY Q. QF ANB Rdz RA&aljdzS 02 NNS

OFEALR

D21

AYY  "Q de cercle intersection du méme plan avec le cdne a pour rayon Y —, en application du
théoreme de Thalés. Et donc”  "(8.a couronne circulaire déterminée par le cylindre, le céne et le plan a pour
. 1 . 2 A -
aire” AY  AQ. Les deux surfaces ont donc la méme aire.

2. Par application de la méthode des indivisibleke volume de la demi-boule est donc identiqqe ala djfférgnce du

volume du cylindre et du volume du cone. Si on admet (la encore, la méthode podzNINJ A U & SNIIANZE Y I A
LX dzi s G RS aQl LILJz2 SNJ adzNJ f QSESY LIS RSEY V& NIWanRS &0 |
déduit que le volume de la demi-boule est-“"Y et celui de la sphére -“"Y .

N.B.Cette méthode permetaussiR S O t Odzft SNJ QI A NB R Q defeRiceGuivan2Paui Bie & LIK S
sphére de rayon 'Y, la partie se trouvantau-R S a a dza R Qdzy’ LJ I'Qdu céntreldelizgspheére afpdur RA & 0 |
volumew -Y Q c¢Y 1Q

Exercice 5 En faire une montagne

lefim«[ Q! YAt F A& ljdzh 3INI GAG dzyS Ottt AyS YIAA NBR
(réalisé en 1995 par Christopher Monger) Y SG Sy &a408y S I LR LWAAL|M2Y R
village gallois, pendant la premiére guerre mondiale. Deux cartographes

@Sy dza Sa0GAYSNI autided latrouvanrieRela 1 008 A y CK
pieds : trop peu pour faire figurer une montagne sur la carte. La population
adzN¥2yaS 1 O02tftAyS RQdzy/-cofile ANy = O3
sommet de la colline étant figuré par une demi-boule de rayon 82 (en
LIASRaVX 2y £S5 adaNX¥2yaGS LI NJ dzy G NEl
les génératrices tangentes a la boule (en C et D, sur le plan de coupe de la

figure). La colline haute de 984 pieds devient montagne haute de 1 004 pieds. Quel volume de pierres et de terre

(exprimé en pieds-cube) la population a-t-elle ajouté ?

[ S @2fdzyYS OKSNDOKS Said I RAFFSNBYOS SyiNB S @2t dzy.
calotte sphérique. Les angles de 45° permettent de déterminer la hauteur "Qdu plan supportant la base du cone :

T PIC. Le volume de la calotte sphérique est donc ¢ -PC TP PpOTT PIC.

Pour déterminer le volume du tronc de cone, on calcule le volume du cone de base un cercle de rayon T pic et
de hauteur T pic, auquel il convient Ra&®er le volume du cone de base le cercle de diamétre [EF] et de hauteur

Q TP PYg TPIC ¢ Pcelic p ¢ mialongueur EF se calcule en appliquant le théoréme de

Thalés. On trouve : —— d -——,50it 0”0 NG e p _a

Tous calculs faits, le volume de terre et de pierresest R Q S y @ 000Bigfscube; ce qui correspond & 2 500m?. Si
on évalue a 1 200kg/m? la masse volumique de la terre, la masse totale déplacée est 3 000 tonnes. Ca en fait des
brouettes !




Exercice 6 La loi des cosinus établie par les aires
hy O2yadNMzA iz adz2NJ £ Sa Ot dGSa
angles sont aigus) les carrés ABGH, BCIJ et ACKL. Les hauteurs
du triangle ABC déterminent dans ces carrés les rectangles
AFHO et FBGO, BDMJ et CDMI, AENL et ENKC.
M® a2y GNBNJ ljdzS € QI ANBS RS ! 9b
cela, comparer successivement les aires de ELA et BLA, BLA et
CAH, CAH et FAH.
2. Montrer que les rectangles ENKC et CDMJ ont la méme aire,
égalea# ! #" AT&O
3. En déduire la loi des cosinus

#1 o#" 1 oc#! #" ATSO
[ Sa Of Sa& R SGhifath hahdik AL KABHS, G4R9) dzS

F Odzii | y 3t



Théme : Equations et fonctions

Exercice 1 Un systéme

O O T
Trouver tous les triplets ¢hudw de nombresréelstelsque ¢ @ @

Attention: nous procédons par conditions nécessaires, aprés avoir remarqué lj dzQ I dzO dzy a1
mhato | Ocfmhy y QSad  &2f dzi A 26 @ —{ddns 1 Wleux Noidrhitebl Fgdlités, on obtient :

TW O -et® & —;aveccesdeuxconditions,onforme® @ TH T T,

pus @ T O p T 3

Avec® p,ontrouvew  petw T

Avecd  p,ontrouvew petw T

Avecd ¢,ontrouve®  -et® —etavecd® ¢, ontrouve® -et® @ —
Comme on a procédé par condition nécessaire, une vérification est indispensable. Et concluante.

Exercice 2 Travail collaboratif
Céline a choisi des entiers strictement positifs a, b et ¢. En calculant @ -, Ariane a trouvé 101.

Encalculant— ) Isabelle a trouvé 68. En calculant —, Véronigue a trouvé un nombre k.

Quelle est la valeur de k?

a, b et csont des entiers positifs. Comme @ - p T(,pn en déduit que cdivise b ~ GERIAENI |j dzQA f SE
entier positif p tel que b=pc.

De méme, puisque — & @ il existe un entier positif g tel que a = qc

O - PTUPQSONRG FE2NBEO @R AOSONRGIGMEMbSIIO I' cyd 9y | 22 dz
équations,onobtient § H p ®@ p P.w

Comme a, b et csont des entiers positifs, 1 + c>1 et p+ g > 1. Or le seul diviseur strict de 169 est 13. On ne peut
R2y O |j dzQ | @213 ehp +ij dzS m m 2-Hifd QA

Exercice 3 Ou commence la descente infinie

5SUSNYAYSNI £ Sa O Nawhif tegde oORPSY Gd SNE NBE I GATFa&

Si le triplet ohuddr est solution alors x est pair. Il existe donc un entier p tel que @ ¢A® [ QSljdzr GA2Y
AQSONRG Ff2NBESZ | LiNG 300 4 XX AF A OF (0 RBWR dz&JE NI & -2-RE NBj d2f dz
existeunentierqtelque ¢! LINB A &AYLIE AFTAOFGAZ2Y Lt y2dz@%l gzgLI NI H
G® hy Sy RSRdzA G | taRNMINSI dg2zQiA £ S Sk A @GS Mpyes BrgficatiBanar NI G S ¢
2y Fo2dziAdn £ @f QS$ilj delRISAY20yA |j diEn dé dépar Bohicdal aiudd est solution, alors,

pour tout entier n, le triplet —h-h-  est aussi solution. La seule possibilité est donc que ofvdtr  TiTdTT | qui

est bien solution.

Exercice 4 Les inconnues sont des fonctions
Les deux fonctions réelles "Cet "Qsont telles que, pour tout réel w:
Qw ocQw w w ¢
CQn 1TQw cw T
Pour quelle valeur de wa-t-on"Qd  "Qw ?
hy yQSad LIl a 206fA3S T8 QRSpaubaddrerune Sonditih bdcafssair® goriast ¥us 1gs G

9 5 a N, W, O, ¢ A .

lud A 2 R S P92 B4 2 :

solut y a S f Qé(&gi(f) uc}(\o )/T Jdohcyodb £ Bw p Y T U
ouencore® 0w P T TMX lj dZA wa @ SO A U

Les solutions ne peuvent donc étre que v et ¢, une Vérification est nécessaire, et elle peut se faire en
déterminant explicitement "Get "QOn trouve que pour tout ®DQw ® ¢ @et™Quw o T.



Exercice 5 Produit et différence
0 O TN
Ww UL e
Onpeutécrire:c ¢ ® W W ppc
502G aASYpPTT
Comme w W W cweonendéduitque ®w PTTITPPCCULOY

“© @ Trl)/lfpet 8 8 TMc(pen retenant les éventuels couples solutions dont les deux

Déterminer les nombres wet wtels que :

On doit donc résoudre

projections ont le méme signe.
Ontrouvelescouples ¢ T WChet WG et ¢WC tThet W

Exercice 6 Composition
Les deux fonctions "Qet "(sont données par Qw ® ® ¢et Qo O w & ol et wsont des réels a
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Theme : Dénombrement, probabilités

Exercice 1 La revanche des trois ours
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manege : Papa ours lui imprime —de tour, Maman ours - de tour et Bébé ours — de tour, chacun autant de fois

j dzQAGEz RYdya €S aSya jdzQAf @Sdzi 6aSya RSa FAIdzattS
O2Y0ASY RS LRaAAGAZ2Y A RieFehdwiSontalauselz 2 [z@xQ St RQh NA 45
soir dans la méme position ? On montrera que ces positions peuvent effectivement étre atteintes.
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tourne de ——  — de tour. Tout peut donc étre ramené a une fraction de dénominateur 2 016 et de
numérateur un entier positif inférieur ou égala2nmc 6 0QSad RS  QuaNdorinie ¥sShéukedj dzS
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peut étre atteint. Observons que ¢ Y W¢ ¢ T @ 0 p8Papa ours allant dans un sens, Maman et Bébé dans

f QF dziNBX S - gesodr DondtautENgg sitiBrS peuvent étre atteintes.

OESNDAOS w tdzityd RQSYGASNA [[dz§ RS O2dzLd S48 RQSyi(GAS
Cet exercice propose de «compter» les éléments de certt Ayd Sy aSyofSa AyFAYyAaAD

f QSyasSyof S RS 8 quSsftitd ré&dddace :\orh éliablit\dBs fcofirespondances bijectivesentre certains
SyaSvyoftSa NI tQSyaSvyofS

MO Lf & F Fdzilyd RQSY(dASNEANREIBRDS QEcedadqdy @ufeatifdzt & ©
¢ associe son successeud lj dzQ2y LJ2 daNNJ;A G | LILISE S NI

H® Lf @& | Fdzikhyd RQSYGASNE LI ANBE«dpuittd : RMQOEGY GASNE® t 2
od Lf & I dzi I yijidz8R SR XE2yoaLat SR dR @ SyUaNg NGB | = ORagsecia IR S NS |
couple nf définiparé ¢ cq p.

nd Lt @& | Fdzityd RQSYUGASNE [[dzS§ RS O2dz) Sa RQSyGA

nMm RQSy (A S NHterk &8 320645 MQSy

1. La réponse est dans la question : tout entier naturel posséde un successeuunique, et tout naturel non nul

admet un unique prédécesseur

2. La aussi, tout entier naturel posséde un double et tout entier pair une moitié.
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deux entiers consécutifs, dont nécessairement un est pair.

Exercice 3 Nos amies les bétes

Une ville a 2017 maisons. Parmi ces 2017 maisons, 1820 abritent un chien, 1651 abritent un chat et 1182 abritent
une tortue. Soit wle plus grand nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue et soit
wle plus petit nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue.

Quelle est la valeur de wz w?

Puisque 1182 maisons abritent une tortue, il ne peut y avoir plus de 1182 maisons qui abritent un chien, un chat
etunetortue.t dzA alj dzQAf & | LJ dza RS pluk de indsyhaquilptoitent un chatkué &y G d
maisons qui abritent une tortue, il est possible que toutes les 1182 qui abritent une tortue abritent aussi un chien

et un chat.

Puisque le plus grand nombre possible de maisons qui abritent un chien, un chat et une tortue est égal a 1182, on
ax=1182.
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aucune tortue (2017 5 1182 = 835).

Or, 1651 maisons abritent un chat.
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Il'y a donc au moins 816 maisons (1651 1 835 = 816) qui abritent une tortue et un chat.



Enfin, 1820 maisons abritent un chien.
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chat, il y a au plus 1201 maisons (2017 5 816 = 1201) qui
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Puisque 1820 maisons abritent un chat, il y a au moins 619
maisons (1820 b 1201 = 619) qui abritent un chien, un chat
et une tortue. 197

Tortue
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qui abritent un chien, un chat et une tortue est égal a 619. Donc y = 6109.
Les deux diagrammes de Venn ci-contre montrent que chacune de ces situations est possible :
Puisque x=1182 et y=619, alors x ¢y = 563.
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Onnotel 2 0O z I§3 AgesRes P’efspnﬁes assises en tournant autour de la table. On considére ensuite les
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sommes est inférieure ou égale a 190.

Exercice 5 Une rencontre problématique

Orphée se rend chez Eurydice, qui se rend chez Orphée. lIs partent  Eurydice g ’ Orphée
en méme temps et empruntent un réseau de couloirs S RQS & O £ |A SNE
schématisé sur la figure ci-contre® t 2 dzNJ | £ £ SNJ RQdzy y dzS L

un point voisin, la durée du trajet est la méme. Tous les parcours
sont équiprobables.

Quelle est la probabilité que ces inséparables séparés se
retrouvent ?

Pas de démonstration ici, mais quelques indications : la probabilité de se retrouver au bout de deux étapes est
de —, celle de se retrouver au bout de trois étapes est de -

Une simulation de 100000 parcours aléatoires donne :

>>> sim ulation(100000)

[0.0, 0.0, 0.14925, 0.11069, 0.12651, 0.08341, 0.09307, 0.0601, 0.0667, 0.04247,
0.04571, 0.02993, 0.03335, 0.02214, 0.0241, 0.01616, 0.01666, 0.01102, 0.01188,
0.00769, 0.00806, 0.00561, 0.00649, 0.00385, 0.00403, 0.00256, 0.00331, 0.002,
0.0027, 0.00144, 0.00163, 0.00111, 0.00115, 0.0007, 0.00081, 0.00038, 0.00062,

0.00029, 0.00042, 0.0003, 0.00033, 0.00018, 0.0002, 0.00017, 0.0002, 7e - 05, 0.00011,
2e- 05, 0.00013, 1e -05,1e -05,2e -05,7e -05,4e -05,2e -05,1e -05,2e -05, 1e -05,2e -05,
3e-05, 0.0,0.0, 1e - 05, 0.0, 1e - 05, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1e -

05, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,
0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0]
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Exercice 6 Dents de scie

Un nombre (entier, écrit dans le systeme décimal de position) est en dents de scig chacun de ses chiffres ayant
deux voisins est ou bien strictement inférieur a chacun de ses voisins ou bien strictement supérieur a chacun de
ses voisins. Combien y a-t-il de nombres en dents de sci&8 chiffres, dont les chiffres sont pris parmi 1, 2 et 3 ?

Pour tout entier¢ ¢, notons::
i €& lenombre de NDS ayant ¢ chiffres.
i £€hQ le nombre de NDS ayant € chiffres se terminant par un 1 ou un 3 (Qcomme extrémité).
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i ¢hx  le nombre de NDS ayant ¢ chiffres se terminant par un 2 (& comme médian).
On remarque :
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chiffres se terminant par un 1 ou un 3,
T £ LJ NI A NJ éRl)ffiey se terfifant RaB un 1 ou un 3, on peut construire exactement deux NDS
det PpOKATFTTINBAZT tQdzy aS GSN¥AYIlL YO LI NI dzy wz € QI dzi
[l en résulte :
1 i¢ phio itha (&R (& 2dz Sy RSOLFf G i RQuzgourBd ¢ 3
1 i& phm i ¢hO.
Par addition des deux résultats ci-dessus :
¢ p & pho it& phm ¢ P& & i& p
Ori ¢ ohi o p 160N les écrit & la main de facon exhaustive).
Donci T piv chio tThix ohiyg pp.m
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