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PROBLEME N°1 — Le début justifie la fin

On considére 'ensemble & = {u(x)|x€R} ou u(x) désigne la suite définie par la relation de récurrence :

Up=X
{ Un+1 = fn(uy) pourtout neN
X
en posant X)) = Pl

Remarque 1 : pour tout entier n € N la fonction f;, est strictement croissante sur R, par stricte croissance de la fonction exponentielle
surRetcarn+1>0sineN.

1. SoitneN, n>1.

elin-1

Uy = d’aprés la relation de récurrence.

u, est donc un réel strictement positif comme quotient de réels strictement positifs car, pour tout X € R, eX>0 e n>1:

VneN,n>1, u,>0|

2. Soitune suite wue.” telle qu'il existe unrang N > 2 pour lequel uy < 1.

. - € f g s .
Montrons par récurrence que la proposition  £2,: «u, < —» est vérifiée pour tout entier n > N + 1.
n
« Initialisation
Pourn=N+1,0na:
uy <1

donc  fn(un) < fn() par croissance de la fonction f sur R

e
donc u < —.
N+1 X N+1
Ainsi &y .1 est vérifiée.

- Hérédité
Supposons &2, vérifiée pour un entier n > N+1 :

e

Up < —
n
e

Or N>2 donc n>N+1>3 etdonc ﬁ<_<1 car e<3

Ainsi :
u, <1

fnluy) < fr1) par croissance de la fonction f;; sur R

u 1<—
n+ \n+1

Ainsi,pourn>N+1lona %, = Pu41-
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Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > N + 1, la proposition &2, est vérifiée ;
On a donc la majoration

VneNn>=N+1, u,<

S|o

e
En utilisant la minoration de la question 1. on a alors 'encadrement 0<u, < — pourn> N (= 2).
n

. € s , .
Or lim — =0 donc, par théoréeme d’encadrement, lim u,=0.
n—+oon n—+oo

Ainsi, | si la suite u € .%# admet un terme uy < 1 pour un rang N > 2 alors elle converge vers 0O |.

3. Soit u une suite de . qui ne converge pas vers 0, alors pour tout entier N > 2 on a uy > 1 par contraposée du résultat de la
question 2..

Donc, pourtout NeN, N>1 Unsr >1
elN

N+1

>1
eN > N+1 car N+1>0

uy >In(N+1) par stricte croissance de In sur ]0; +oo[

Or lim In(n+1)=+40c0 donc lim u, =+oco parthéoréeme d’encadrement.
n—+oo n—+oo

Ainsi, | si u est une suite de . qui ne converge pas vers 0 alors elle diverge vers +oo | .

Remarque 2 :

Si x € R, la suite u(x) € . vérifie une et une seule des deux propositions suivantes qui sont négation logique I'une de l'autre :
» «il existe unrang N > 2 tel que un(x) < 1» , etalors x € Ey d’apres la question 2.
» «pour tout entier n > 2 on a uy(x) >1», etalors x € E,, d’aprés la question 3.

Par conséquent Ej et E,, forment une partitionde R: R=EyUE, avec EjNEy=¢.

On considére les deux ensembles suivants :
Ey ={x| lasuite u(x) converge vers 0 }

Eoo ={ x| la suite u(x) diverge vers +oo}

4. Montrons que la suite u(0) converge vers 0.

Calculons les premiers termes de la suite ; on a successivement :
e e? e!s S 1nlg s
ug =0, u1=T:1, u2=§, u3=? et u4:T:0,915310 pres.

Ainsi, pour N =4 > 2 on a uy < 1 donc, d’apres la question 2., la suite #(0) converge vers 0.

Par conséquent .

5. a. Notons f o g lafonction x — f(g(x)), composée de la fonction g par la fonction f.
La fonction uy, : x — u,(x) vérifie alors :

Up = fp-10+-0f10ofo

Remarque 3 : on peut bien noter fogoh sans parenthése car fo(goh)(x) = (fog)oh(x) = f(g(h(x))) la ol cette expression
est définie et donc fo(goh)=(fog)oh.

Or si f et g sont deux fonctions strictement croissantes R — R alors la fonction f o g est strictement croissante R — R.
Les fonctions f; étant strictement croissantes R — R, la fonction u,, est la composée d’un nombre fini de fonctions strictement
croissantes R — R, et elle est donc elle-méme strictement croissante R — R. Ainsi,‘ la fonction u;, est strictement croissante sur R |.
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b. Supposons que x € Ej.
Soit x' €] —o0; x1;

onaalors : X <x
donc U (x") < up(x) car la fonction u,, est croissante sur R
donc 0<uy(x) <uylx) dés que n > 1 d’apres la question 1.

Or nhIJIr]oo uu(x) =0 car0€ Eyp, donc, par théoréme d’encadrement, nliIP u,(x')=0 cestadire x'eE,.
= — oo 2=

Ainsi, | si x € Ey alors on a l'inclusion ] —oo; x] < Ey |.

. a. Soit

h:R—R
x—e*—x(x+1)

h est dérivable sur R comme différence de fonctions dérivables sur R et pour tout x réel on a :

hW(x) =e¥-2x-1

h'(x)=e*-2
Donc :
h'(x)>0
= e’¥>2
— x>1In(2) par croissance de la fonction In sur ]0; +ool.
X 2 +00
Donc h' est strictement croissante sur 11n(2) ; +ool. h'(x) +
Or In2<2 et KW@ =€e-5>0 donc K (x)>0
sur [2; +ool. +oo
W /
Donc h est strictement croissante sur [2; +ool. e2-5>0
Et comme h(2) =e?-6> 0, 1 (x) +
h(x) est strictement positif sur [2; +oo[ |. / +00
h

b. Soit u une suite de & tel qu'’il existe un rang N > 1 pour lequel uy > N + 1.
Montrons par récurrence que la proposition Py« up = n+1» est vérifiée pour tout entier n > N.
« Initialisation
Py est vérifiée par hypothése .

« Hérédité
Supposons que pour un entier n > N la proposition &2, soit vérifiée :

up,=>n+1

fulup) = fu(n+1) par croissance de f,

en+1

n+1

(n+1)(n+2) . . .
Up+1 = il car h(x) >0si x > 2 d’aprés la question 6.a. etcarn+1>2carn>N>1

Upt1 2

Donc pour tout entier n > N, 22, = Py.1.

Conclusion : par récurrence pour tout entier n > N la proposition 22,, est vérifiée :
VneN,n>N, u,=>n+1l.

Or lim n+1=+40c0 donc, par théoreme d’encadrement, lim u; = +oo.
n—+oo n—+oo

Ainsi, |sipour ue. & il existe unrang N > 1 pour lequel uy > N + 1 alors la suite u diverge vers +oo |.

3/29



c. Pour x =1, la suite u(1) vérifie : up =1
uy=e=21+1=2

donc, comme n =1 > 1, d’aprés la question précédente, la suite u(1) diverge vers +oo c’est a dire .

7. Par le méme raisonnement qu’a la question 5.b., la fonction u,, étant strictement croissante sur R,

six€ Ey alorsona [x; +oo[Cc Ey |.

8. On définit les suites (ay) et (b;,) par récurrence de la maniére suivante :

ap=0 (ekEy bo=1 (€EEy)
a,+ b, .
Onpose ¢, = — , centre le l'intervalle [a,, ; b,,].

Sic, € Ey Sic, ¢ Ey
ap+1 =Cn ap+1 = An
bp1= by bpi1=cy

a.

1° Convergence des suites (a;) et (b;,)
Démontrons par récurrence que la proposition 2, : «a, < an+1 < bpt1 < by »  est vérifiée pour tout entier naturel n.

« Initialisation

ap + by 1
Pourn=0 ona ay=0, by=1 e c¢qg=——==
2 2
Sicp € Ey Sicyg € Ey
(112602% a1=a0=0
b1:b0=1 bl—C():%
o 0<i<1=1 O  0=0<3<1
donc aop <a < bl = bo donc ap = a) < bl < bo
Danslesdeuxcas ag<a;<b;<b
Ainsi, 22, est vérifiée.
« Hérédité :
Supposons que pour un entier n € N on ait 22, vérifiée.
On adonc an < ap+1 < bp1 < by
an+1+bps1 . 3
Cnel = - €[an+1; bns1l et any1 < bpyq par hypothése de récurrence.
Si Cn+l € EO Si Cn+1 ¢E0
An+2 = Cnt1 € [An+1 ;5 bpstl Ap+2 = Ap+l
bpi2=bni1 bpio = cpt1 € [An+1; bus1l
donc  aps1 < ans2 < bpso =bps donc  ap+1 = ant2 < bps2 < bpgr

Danslesdeuxcasona an+1 < dni2 <bpia < bpyii.
Ainsi, pourtoutneN, %, = P,

Conclusion : par récurrence, VnelN, 22, est vérifiée;

vnelN, ap<apt: <bpa1 < by

D’apres ces inégalités :
- La suite (ay) est donc croissante et majorée par bp =1 donc | (a,) converge vers unréel £, <1 ‘

<
- La suite (by,) est donc décroissante et minorée par ag = 0 donc| (b;) converge vers un réel £, >0 ‘
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2° Egalité des limites
Notons A,, = b, — a;, la largeur de l'intervalle [a,, ; b;].

Sicy,€eEy Sic, € Ey
ap+1=Cn Ap+1 = Anp
bp1=by bpi1=cy
a,+b, b,-a, A, a, + by, bpn—a, A,
donc Aui1=b,-— = =—. donc A, = —an = =—.
n+1 n 2 2 2 n+1 2 n 2 2
1 . s . 1
Dans les deux cas Api1 = EA" donc la suite (A,) est géométrique de raison g = 2’
or gel-1;1] donc nl—l»IPooA”:O'
Mais
lim A,= lim b,—a,=4¢,—¥¢, pardifférence.
n—+oo n—-+oo
Donc, par unicité de la limite de la suite (A,), €p—¢,=0 et la=10y
Ainsi, | les suites (a;,) et (b;;) convergent vers une méme limite 6 (= €, =4 ,) |.
b. Montrons par récurrence que pour tout 7 € N la proposition Py «an€Ey et bpe€Ex» est vérifiée.

- Initialisation
ap=0€ Ey daprés la question 4..
bp=1€ E,, daprés laquestion 6.c..
2, est vérifiée.
 Heéreédite
Supposons que pour un entier n € N on ait 22, vérifiée.
Onadonc ay € Ey et by, € Es.

Sich€eEy Si ¢, ¢ Ey
an+1=cn€ Ey ans1=a,€ Ey
bn+1 =by € Ex bni1=cn€Ey cestadire by, €Ey, daprés Remarque 3

Danslesdeuxcasona a,.1€Ey et by € Ex.
Ainsi  pourtoutnelN, %, = P,
Conclusion : par récurrence, VnelN, 22, est vérifiée;

VneN, a,€Ey, et bp€Ey|

» Soit x€]—o0; 0.
Comme la suite (ay) croit et converge vers § il existe un rang N € N tel que, pour n> N, x<a, <9.
Or a; € Ey donc, d’aprés la question 5.b., ] —oo; a,] < Ey et donc x €] —o0; ay] < Eg donc x € Ej.

« On raisonne de méme a droite de &, en utilisant cette fois la question 7., pour montrer que |16 ; +oo[< Exo |-

9. Pourtout /€N, ¢ >2 on pose
ce =In(In2In@BIn(---In((l — 1) In(#))---))))

Remarque 4 : ¢, est bien défini carpour n >3>e, In(n)>1 etdonc In@BIn(---In((I-1)In(¥))---))>1 par produit et
stricte croissance de In sur ]0; +oo[. Donc  In2In3In(---In((I - D In(#))---))) >1In(2) >0 ce qui prouve que cy est bien
défini.

Soit n e N.

Posons gn(x) =In((n+1)x) de sorte que pour tout réel x on a g o fr(x) = x; La fonction g, est donc la bijection
réciprogue de la fonction f;,. La fonction g, est alors strictement croissante ]0; +oo[— R car n+1 > 1 et par stricte croissance
de la fonction In sur ]0; +oo[. (De maniére plus élémentaire, on peut prouver également la stricte croissance de g, en invoquant
le fait qu’elle est la réciproque d’une fonction strictement croissante).
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Soit feN, ¢>2.0Ona:
Cr=80081°830--0gp—208er-1(1).
Donc :

up(ce) = fp10---0fiofoogoogiogeo---ogp1(1)
=fr-10---0fiogio--rogp (1) (fo et go se "compensent” puis fi et g1...)

= fr-1080-1(1)
=1

Donc pour la suite u(cy), il existe un rang N(=¢), N > 2 car ¢ > 2, pour lequel uy =1 <

1.
Par conséquent, d’aprés la question 2., la suite u(cy) converge vers 0. Ainsi, | VZeN, ¢>2, cp€Ey|

10. Soit neN, n>2.
Comparons c;, et ¢cp41 -

en posant la fonction G, = gpog1o0g30---0gu—1 qui est strictement croissante sur son ensemble de définition 2 par stricte
croissance des fonctions g,.

cn=goog10830 -0 gn-1(1) Cn+1= 8008108300 gn-1(gn(1))

Deplus,onabien 1€2 et gu(1)eD carcy, et ¢y sont bien définis (voir la Remarque 4 ci-dessus).

Comparons 1 et g,(1)=In(n+1)
Commen>2, n+1>3>e donc In(n+1)>In(e)=1 parcroissance stricte de In sur]0; +ool.
Donc :
1<gn(1)
G, (1) < Gy,(gn(1)) par stricte croissance de G,
Cn <Cp+1

La suite (c;) est donc croissante.

Or VneN, n=2, cy,€Ey dapreslaquestion9.et
Ey=R-E,c]—00; 8] car ]0;+oolc Ey, daprés la question 8.b..

La suite (c,) est donc majorée par 6.

(cn) est croissante et majorée par 8, donc | (c;,) converge vers unréel L<L 6 |

11. » Montrons dans un premier temps que L € E.
La suite (cy) étant croissante, elle est majorée par sa limite : VneN, n>2 c¢,<L.
Par croissance de la fonction u,,—1, d’aprés la question 5.a., on a donc :

Up-1(cp) < Up-1(L)

NN

donc In(n) < uu—1(L)

Donc VneN, n>1,In(n+1) <u,(L) et,comme nlirP In(n+1) = 400 , par théoreme d’encadrement, nliIP U, (L) = +oo.
—+00 —+00

« Montrons maintenant par I'absurde que L =94.
Supposons que 6 # L :

« Soit § < L et alors il existe un rang N pour lequel § < ¢y, par définition de la limite.
Donc c¢ny€]d; +oo[cEy ,donc cny€ Ex  ce qui contredit le fait que ¢ € Ep, résultat établi a la question 9..
« Soit § > Ldonc Le€] —oo; 6[c Ey donc L € Eg ce qui contredit le fait que L € E., (voir ci-dessus).

On aboutit dans tous les cas a une contradiction, donc, par I'absurde, 6 = L et comme L € E, .

Ainsi on a démontré I'existence d’'un nombre réel § €]0; 1[ tel que, pour toute suite u de #,on a:
« si x <0 alors la suite u(x) converge vers 0,
» si x > 6 alors la suite u(x) diverge vers +oo.

De plus on sait approcher ce réel § car nEer cp=0.
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PROBLEME N°2 — La loi du milieu

SoitneN, n>1.
Le probléme revient a choisir des entiers dans I'ensemble E,, ={0; 1; 2; ---; 2n}, qui contient 2n + 1 éléments,
selon le protocole suivant :

1° On choisit 3 entiers dans E},; ;
2° Si a < b < c sont ces trois entiers, on élimine a et c et on replace b dans Ej; ;
3° On recommence les étapes 1°et 2°.

Au bout de n tirages qu’il ne reste qu’un entier qu’on note D,.
Soit k € Z, on note P[D,, = k] la probabilité que I'entier D,, restant soit égal a k.
D,, est une variable aléatoire dont on notera D, (Q) I'univers image, c’est a dire les valeurs prises par D,,.

| — Etude des petits cas

1. D1 (Q)={1}.
En effet 'ensemble E; =1{0; 1; 2} ne contient que 3 éléments; il n’y a donc g’'une possibilité pour y choisir trois entiers : 0 < 1 < 2.
On élimine 0 et 2 et on replace 1 qui est alors le dernier entier restant. D; suit donc une loi certaine, puisqu’il n’y a qu’une issue :

D,(Q)={1} et P[D,=1]=1]|

2. D,(Q)={1;2;3}.
Eneffetona E» ={0; 1; 2; 3; 4}.
0 ne peut pas étre la derniére valeur restante car sinon, cela signifie qu’au dernier tirage, on obtiendrait trois entiers a, b, c € Ej,,
tels que a < b < c avec b =0. On aurait donc a < 0 et a € E», ce qui est impossible. Donc 0 ¢ D, ().
De méme 4 ¢ D,(Q) sinon on aurait un entier ¢ > 4 dans Ej juste avant le dernier tirage.
Les 3 autres valeurs sont en revanche "atteignables" comme nous allons le voir ci-apres.
« Univers et loi de I’expérience aléatoire
On peut considérer qu’une issue du probléme est une maniere d’effectuer les 2 tirages. Dénombrons leur ensemble, Q, c’est a

dire 'univers de cette expérience aléatoire.
5x4
- Aulertirageily a (3) = (;2) = () = oSl
X

- Au2¢tirage il y a () = 1 maniére de choisir les 3 entiers.

= 10 manieres de choisir 3 entiers parmi les 5.

On a donc I'arbre de dénombrement simplifié : ler choix  2¢ choix

llya (g) x (g) =10 branches, soit 10 maniéres d’effectuer un choix en suivant le protocole, ces 10 issues étant équiprobables, les

entiers de E,, étant indiscernables. | Lunivers Q) est formé de 10 issues équiprobables |.
» Loi de la variable D-.
Reste a déterminer P[D,, = k], pour ke {1; 2 ; 3}.
e k=1
Dénombrons les issues de I'événement « Dy =1 » :
Le dernier tirage a donné nécessairement 0 < 1 < ¢, car un seul entier de E» est strictement inférieur a 1, a savoir 0.
Au premier tirage, on a tiré trois entiers a’ < b’ < ¢. @’ > 1 car sinon il manque soit 0 soit 1 pour le deuxiéme tirage. Les tirages
étant effectués dans E» ={0; 1; 2; 3; 4}, la seule possibilité estdonc : (a@’; b'; ') = (2; 3; 4).
Ainsi, une seule maniére d’effectuer les deux tirages aboutit a un entier final égal a 1, a savoir :

choisir 2 < 3 < 4 au premier tirage, remettre 3 dans E», puis choisir 0 < 1 < 3 au deuxiéme.

Comme les issues sont équiprobables ,
nb cas favorables 1

PDy=1=————— =—.
nb cas possibles 10
+ k=3
En utilisant la symétrie du probléme on obtient par un raisonnement analogue :
P[D;=3]= !
270
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e k=2
Comme P[Dy =1]+P[D, =2]+P[D,=3]=P(Q) =1,
1 1
— +P[Dy,=2]+—=1
10 10
donc :

PID —2]—3(—é)
27970 5)

Ainsi, on a bien D,(Q) ={1 ; 2 ; 3} et la loi de la variable aléatoire D, se résume au tableau :

k 1 2 3
1 8 1

Il — Valeurs extrémes et symétrie

3. Lévénement « D, = 0 » est impossible. En effet si 0 est choisit au dernier tirage, au tirage précédent on obtient trois entiers a, b
et ¢ de E,;, donc positifs ou nuls, tels que a < b < c et b=0. Ainsion a 0 < a <0 donc 0 < 0 ce qui est contradictoire. 0 ne peut
donc pas étre la derniére valeur restante et

VneN,n>1 P[D,=0]=0.

4. SoitneN, n>1.
Univers

2n+1
* au lertirage, ily a ( 3 ) fagons de choisir 3 entiers dans E;, qui contient 2n2+ 1 éléments;

2n
* au 2¢tirage, ily a ( ) facons de choisir 3 entiers dans E;; qui ne contient plus que 2n+1—-2=2n—1 éléments;

e au ke tirage, ily a facons de choisir 3 entiers dans E,, qui ne contient plus que 2n+1—-2(k—1) =2n-2k+3

(2n —2k+ 3)
éléments;

3
* au netirage,ily a (3) =1 fagon de choisir 3 entiers dans E;;, ce qui est normal puisqu’il reste 3 entiers dans Ej,.
On a I'arbre de dénombrement simplifié :

1e" choix  2¢ choix ne choix

2n+1 2n—1 5 3 n(2k+1
IIyadonc( " )X( " )X-'-X( )X( ):H( 3 )issueséquiprobablesdans I'univers.
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Evénement « D, =1 »
En nommant a < b < c les 3 entiers obtenus au dernier tirage, comme D, =1onaa<b=1<cdonc0< a<1donca=0 et
ce{2;3;---;2n}.
Réciproquement, si au dernier tirage on tombe sur les entiers 0, 1 et ¢ > 2 on obtient bien 1 comme entier restant.
Ainsi on a I'équivalence :
D,=1 <= 0etl sontprésents au dernier tirage
<= 0etlnontjamais été choisis lors des n —1 précédents tirages
<= les n—1 précédents tirages ont été effectués dans E;,, —{0; 1} (qui contient 2 — 1 éléments)
Larbre simplifié suivant permet donc de dénombrer les issues de I'événement « Dy, =1 » :

1" choix  2¢ choix n — 1¢ choix

2n—1 2n-3
Iy adonc X x
3 3 3 3/ =\ 3

étant un (n — 1)-uplets de tirages permettant d’'obtenir 1 comme entier restant.
Les issues étant équiprobables,

5 3 no(2k-1 . L e .
X X = H issues qui réalisent 'événement « D, =1 », une issue

PID,=1]= ":2 p
2k+1
=1\ 3
_ 1
2n+1
3
D’ou
6
P[D,=1]= A
2n+1)2n)2n-1)
Vérification :

.Pour n=1 onretrouvebien P[Dy=1]=——=1.
Ix2x1
. 6 1
.Pour n=2 onretrouvebien P[Dy;=1]=——=—.
5x4x3 10

9/29



5. Soit
fiEn — Ey
X — 2n—-x 2n &
2n—1 % o
€y
o
Eﬂ
o
3 ¥ o
2 % o
1 x (e]
J
\)O — * * r_ ®
11 2 3 E, 2n—-1 2n

Solution résumée

L application f laisse stable E,, : VxeE,, f(x)€E,.

Par ailleurs f est une involutonde E, — E,,: VxeE, [f(f(x)=x

(Ennotant Idg, : x— x lapplication identité de Ej,, ces deux propriétés de f se réécrivent aussi f(E,) c E,, et fof =Idg, ).
f est donc bijective E, — E,, de bijection réciproque f~! = f.

Elle induit une involution ¢ de l'univers Q, ensemble formé des n-uplets de tirages respectant le protocole. Cette bijection,
¢, envoie, pour tout élément i de E,, 'ensemble [D, = i] sur 'ensemble [D, = 2n —i] notamment car f est strictement

décroissante. Lapplication ¢ étant bijective, [D,, = i] et [D;, = 2n—i] ont le méme nombre d’éléments et comme la loi de
I'expérience aléatoire sur Q2 est uniforme,

\VieEn, PID, =i]l=P[D,=2n-1i]).

Solution détaillée

1° f laisse E,, stable
En effet si k est un entier tel que 0 < k < 2n, alors f(k) =2n— k est un entier et

0< k <2n
0> -k >-2n car-1<0
2n>2n-k=0

donc si k€ E,, alors f(k) € E;, : E,, est bien stable par f.

2° f est une involution de E,,
Cherchons les antécédents éventuels de y € Ej, par f.

x antécédentde ypar f < f(x)=y
— 2n-x=y
— x=2n-y

= x=f)
Donc tout élément y € E;, est une image par f (celle de f(y)) et admet un unique antécédent par f, a savoir f(y). f est donc

bijective de E,, — E, (I'ensemble d’arrivée étant égal a 'ensemble de départ, on dit que la bijection f est une permutation de
E, ). Lapplication réciproque de f étant elle-méme, on dit que f est une involution de Ej,.

3° Construction de f(T) ou T est un tirage de trois entiers de E,,
Autirage T={a<b<c} - notation signifiantque T ={a; b; c} avec a< b < c— on peut alors associer le tirage
f(T)=1{f(a@) > f(b) > f(c)} (dans cet ordre car f est strictement décroissante).
Par stabilité de E,, par f, f(a), f(b) et f(c) sontdans E,,; f(T) correspond donc bien & un tirage de 3 éléments de E,, et
FED) =1f(f@); FFBN); f(f )
={a; b; c}
=T

f est une involution de I'ensemble I~ des tirages de 3 entiers de E; dans lui-méme, c’est donc une bijection I — J .

10/29



4° Construction de I'involution ¢ de I'univers Q
En notant T} le ke tirage effectué lors des n tirages réalisés d’une issue w de Q, I'application

Q: Q — Q } } }
w=(T;To; - Ty) — @) =(T1); f(T2); - f(Th)

est également une involution de l'univers Q2 dans lui-méme, Q2 étant 'ensemble des n-uplets de tirages de trois entiers possibles
respectant le protocole ; en effet :

c SiweQ, pw)eQ car f est strictement décroissante E,, — E, :siw = (11, T»,- -+, Ty) respecte le protocole, alors ¢(w)
aussi et donc ¢ (w) € Q.

plp)) =@le((Ty; T2 -5 Th))
=@((f(TY); F(T2); -5 F(Tu))
=(f(f(T); FFT); 5 FFT)
=(Ty; T2 -5 Tw)

=w
Ainsi Qeststable par ¢ et @p((Ty; To; -5 Tp) =(T1; T2 --- 5 Ty).
Autrement dit, @(Q)cQ et @op=1Idg : ¢ estdonc bien une involution de Q dans lui-méme.

5°Lévénement [D, = i] est envoyé sur [D, =2n—i] par ¢
Soit i € Ej,.
On a I'équivalence :

we[D, =1 w=(Ty; Tr;---;T,) avec Tp={a<i<b} ou a,beE,

@)= (f(T); f(T2);--; f(Tw) avec f(Ty) ={f(a)> f(i)> f(b)}
@) €Dy = f(i)]

@) e[D,=2n-1i]

1ot

Ainsi, we[Dp=i] <= ¢@w)e[D,=2n-1i].
@ étant une bijection [D,, = i] et [D;, = 2n— i] ont le méme nombre d’éléments, et chaque issue de Q étant équiprobable,

P[D, =il=P[D,=2n-1i]|

. D’aprés la question 5.,

» d’'une part D, (Q)=02n-D;)(Q)=Ey;

+ d’autre part VkeEy,, P2n-Dy,=k]=P[D,=kl.

Les variables aléatoires D, et 2n — D, suivent donc la méme loi et ont donc en particulier la méme espérance.
En notant E(X) I'espérance de la variable aléatoire X, ona:

E@2n—-Dy)=EDy)
2n—E(Dy) =E(Dy) parlinéarité de I'espéranceetcar E(a)=a siaceR
2n=2E(D;)

Ainsi|VneN, n>1 E(Dy)=n|

lll - Comportement limite

. On considére (u,) la suite définie par :

1 3 5 2n— . )
Up ==X —X =X+ X sinentiern>1 et up=1.
2 4 6 2n
Soit n e N.
1
Posons v, = .
" VBn+l

On veut montrerque VneN, u, < vy,.
Un+1 Un+1 |

et

n Un
Upy1 _2n+1 Unt1 _ [3n+1
u, 2n+2’ v, V3n+4

11/29

u, et v, étant des réels positifs comparons,




Donc

2n+1)\?

2n+2

(vn+1)2 (unﬂ)z_ 3n+1

Un 7% T 3n+4
_ Bn+1R2n+2*-Bn+4)@2n+1)>?
- (Bn+4)(2n+2)?

B P(n)
T Bn+4)@2n+2)?

Comme3n+4>0 et (2n+2)2>0 carneN,
cette expression est du signe de P(n) qui se simplifie en :

P(n)=Bn+1)@An®+8n+4)-3Bn+4)@n®+4n+1)
=(28-28)n2+(20—19)n+4—4

=n
2 2
Un+1 Up+1
Un Un

Or les 2 membres sont des nombres strictement positifs, donc, par croissance de x — /x sur [0; +oo[,on a:

Etcommen>0ona

Un+1 Un+1

0< <
Up Un
n-1 n-1
. Un+1 Un+1 . NS .
et cela pour tout entier naturel n. Donc ]_[ < H par produit, les inégalités étant de méme sens et leurs

k=0 Un k=0 Un
membres étant des réels positifs.

Ces deux produits se simplifient par télescopage et on obtient Uy < vy car ug = vg = 1.

Ainsi : 1

N 2n+1
. A la premiére sélection, on peut choisir ( 3 ) parties a 3 éléments dans E;;, ensemble formé de 2n + 1 éléments, le choix de

chacune de ces parties étant équiprobable.

Soit j € E,.

Parmi celles-ci, celles éliminant I'entier j sont les parties d’'un des 2 types (disjoints) suivants :
« Soitdutype {a; b; jlaveca<b<j.

Choisir une telle partie revient a choisir {a; b} dans 'ensemble {0; 1;---; j—1};ilya (é) manieres de le faire.

» Soitdutype {j; b; c}avec j<b<c.

2n
Choisir une telle partie revient a choisir {b; c} dans 'ensemble {j +1; j+2;---;2n};ilya ( ]) maniéeres de le faire.

2
Ainsi, la probabilité p; que I'entier j soit éliminé au 1¢" tirage vaut :

, op i
Iy adonc (é) + ( ]) parties a 3 éléments dont une "extrémité" est j.

nb cas favorables

Pi= nb cas possibles

o

_jU=b+@n-pen-j-1 6
B 2 @2n+1)2n2n-1)

jG-D+2n-j)H2n-j-1)
2n+1)2n2n-1) i

Ainsi, |Vj€E,, pj=3
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9. SoitneN, n>3 et jeE,.

Considérons QN =jG-+@Cn-jHR2n-j-1)
=2j2+(-1-2n-2n+1)j+2n2n-1)
=2j2—4nj+2n@2n-1)

enposant Q(x) =2x*>-4nx+2n2n-1). Q estune fonction polyndme donc est dérivable sur R et :

Q'(x)=4x-4n
=4(x—-n)
Q'(x) >0 < x> n donc Q atteint son minimum en n et donc pour tout x € R et donc & plus forte raison
pour tout entier j de E, cR,on a:

2n(n—1) < Q(j) (avecégalité pour j=nekE,)

3(n-1)

en+nen-1 SPi (@

donc

Or
1 3(n-1)
_g—
2n  (2n+1)(2n-1)
3(n-1) 1
— {———
2n+1)2n—-1) 2n
0<6n(n—1)—(2n+1)(2n—1)
2n+1)2n2n-1)
— 0<2n*-6n+1 car n>3 donc 2n+1)2n@2n-1)>0
Posons a=2, b= -6, c=1
6—2v7 3+V7
Ab? —4ac n = V7 np = V7
4 2
3-V7
36-8 = V7 ~ 2,82
2
28 ~0,18

Et comme a =2 > 0 et les valeurs approchées étant a 1072 prés, la derniére inégalité est vérifiée dés que n > 3 et ainsi :
1 3(n-1)
VneN, n=3, — .
2n  (2n+1)2n-1)

En combinant avec I'inégalité (), on obtient I'inégalité souhaitée :

VYneN, n=3, Vjek, — < pj.

10. Soit M,, la plus grande des probabilités P[D,, = j] lorsque j € E,,.
Soit j € E,.
Notons By I'événement : « I'entier j est éliminé au ke tirage »

k=0
Oron a l'arbre :
P, b

/
B:

—n R

B ‘\’72 / B

B_Z 7777777777 Bn—l

donc d’aprés l'arbre (c’est a dire d’aprés la formule des probabilités totales) :
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n
PID,=jl=]]a-p}
k=0

ou p}c = P(« j est éliminé a I'étape k sachant qu’il n’a pas été éliminé auparavant »).

>
2(n—k+1)

/

Py en raisonnant comme a la question 9.

/

1
donc l—pkgl—m

<2(n—k+1)—1

1- X
done PeS m—k+1)

Et comme0<1— p}c pour tout k € Ej,,

n2n—-k+1)-1
P[D,=jl< _
Dn=J] kl:[o 2n-k+1)
n2K-1 o
= H en posant le changement d'indice K=n-k+1
k=0 2K
= un
< ! d’apres | tion 7
o apres la question 7.
VAT ES
Cette majoration étant indépendante de j € Ej;,on a :
1
0 < M, < —
—_—— "7 V3n+1
car My, est une probabilité
1
Etcomme lim ——— =0 |, parthéoréeme d’encadrement, lim M,=0]|
n—+oo 3” + 1 n—+oo

IV — Résultat le plus probable

Le but de cette partie est de montrerque VneN, 1<n, M,=P[D,=n].
On introduit pour cela la proposition 22, suivante :

Pour tout entier ktelque 0< k<n—-1, ona P[D,=kl<P[D,=k+1]

11. Si &2, est vraie alors

P[D,=01<PD,=11<-"<P[Dp=n-1]< P[D, =n]

et par la propriété de symétrie, démontrée a la question 5. :

P[D,=2n|<P[D,=2n-11<---<P[D,=n+11< P[Dy, =nl.

P[D,, = n] est donc bien la plus grande des probabilités P[D,, = j] lorsque j € Ej,,
cestadire M, =P[D,=n], pardéfinitionde M,.
Ainsi, |2, vraie — M, =P[D,=n]|

12. n=1.
Soit k un entier telque 0 < k< n—-1=0, c’estadire k=0.
Or, d’aprés la question 1., on a bien P[D;=0]=0 < 1=P[D;=0].
Ainsi, la propriété | 27 est bien vraie |
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On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que 22,,_; est vraie et que k est un entier tel que 0 < k < n. (hypothése de récurrence)

13. Soit £ € E, — {k; k+ 1}. On note X, I'événement :

«les entiers k, k+ 1 et ¢ sont choisis dés le premier tirage ».

a. SiZ>k+1,si Xy estréalisé, ona k < k+1 < ¢ au premier tirage donc k et ¢ sont retirés.

+ k ne sera donc plus la au dernier tirage, si bienque | Px,[D,=k]=0]|

+ et on a I'égalité des probabilités :

Px,[D,=k+1]
=P(« Le dernier entier de Ej, est k+ 1 sachant qu’on a retiré I'entier k < k + 1 et un entier £ > k+ 1 au 1¢ tirage »)
=P(« Le dernier entier de E;,_1 est k ») (au 1e tirage, on a également ici un choix a faire parmi k — 1 entiers j < k

=P[D,_1 =k] ou parmi 2n — k—1 entiers j > k, I'ordre des entiers restant inchangé).

Donc| Px,[Dy,=k+1]1=P[D,_1 =k] |

b. Deméme,si/<konafl<k<k+1etdonc:
« Px,[D,=kl=P[Dp_1=k-1] « Px,[D,=k+11=0

c. X: «ketk+1sontchoisis ala premiere étape ».

X=X3UXoU - UXp1UXp2U---UXop

= U X ennotant Ey,=E,—{k; k+1}.
ZEEk,n

Ona:

_P(Xn[D,=k])

Px[Dy =kl PX)

1
=—— Y PXyn[D,=k]) carlesévénements X, sont 2 a 2 disjoints
P(X) ¢cEy.,

Y P(X¢)Px,[Dp =kl

" P(X) ¢éF,,
k-1 2n
P(X, P(X,
-y PED o Da=k o+ XD b, (D = ki
/=0 P(X) N — I~ Fa2 PX) —
=P[D;,-1=k-1] d'aprés b. =0 d'aprés a.
k-1 P(X
Mpu)rk1 =k-1]
=0 PX)
<kf PXO pip k] hypothése de ré P t vraie et car LX) >
1= car, par othese de recurrence, _1 estvrale etcar ——
\[:0 P(X) n—-1 p yp! n—1 P(X) =

=Px[D, =k+1] parle méme calcul que pour Px[D, = k].

Ainsi | Px[Dp=kl<Px[D,=k+1]|
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14. Y: «kouk+1 estéliminé au 1e tirage »

a.
Y\X: «kouk+1estélimnéau letirage» \ «k et k+ 1 sont choisis a la premiére étape »
< « l'undes entiers k ou k + 1 n'est pas choisi et 'autre est éliminé, a la premiere étape ».

Notons Cj. I'événement : « I'entier k est choisi a la premiére étape »
et Ej 'événement : « I'entier k est éliminé a la premiere étape »

Y\X = (Ek mm)u (Ek+1 mC_k)

) Py\x[Dy = k] = Py\x(ID,, = kI n (Y \X))
=Py\x ([Dn =kln ((Ek mﬁ) u (Ek+1 mC_k)))

= Pyix(IDn=kIn(EcanCi)) car Dy =kInEc=90

Notons F; I'événement : « k+1 et £ sont éliminés et k n'est pas choisi, au 1¢ tour ». On ainsi Ex,; NC = U Fy.
{<kou l>k+1
Cette union étant disjointe, on a :

Py\x[Dy = k] = > Py\x(IDn = klN Fy)
{<koul>k+1

=) PID,1=k-1+ ) P[D,1=k] parunraisonnementanalogue a celui de la question 13.a.
(<k >k+1

* Demémeona:

Py\x[Dp=k+1]=Py\x([Dy =k+1]1Nn(Y\X))
= Pyix((Dn = k+ 110 ((Een Tt ) U (Bra n T )

=PY\X([Dn=k+1]m(Eknm)) car [Dy = k+11n Egsy = @

Notons G, I'événement : « k et £ sont éliminés et k+ 1 n’est pas choisi, au 1¢" tour ». On ainsi Ex N Cy41 = U Gy.
{<koul{>k+1
Cette union étant disjointe, on a:

Py\x[Dp=k+1]= > Py\x([Dp=k+11NnGy)
{<koul>k+1

=) PD,1=k-1+ Y P[D,1 =kl parunraisonnementanalogue a celui de la question 13.a.
l<k >k+1

On aboutit 2 la méme somme, si bien que :
[Py\xIDy =K =PyixIDy=k+1] |

b. Y = XU Y\X, l'union étant disjointe, donc

P(X) P(Y\X)
Py[D,=kl= —— Px[D,=k _— p D,=k
Y[ n ] P(Y) X[ n ] P(Y) Y\X[ n ]
<Px[Dp=k+1]d'aprés 13.c. =Py\x[D,=k+1]d"aprés 14.a.
P(X) P(Y\X) P(X) P(Y\X)
< ——Px[Dp=k+1]+ ——Py\x[D,=k+1 >0 et
PY) x[Dp=k+1]+ PY) rx[Dp ] car P e )
=Py[D,=k+1]

15. Soit a, b, ¢ les trois entiers choisis au premier tirage, avec a< b < c.

a. G: «c<kn P;[D, =kl = P[Dy_y =k—2]
< P[D;-1=k-1] par hypothése de récurrence
= PgID, =k+1]

Donc| PglDy =kl < Pg[Dp=k+1]|

b. H: «a<ketk+l<c». pyD,=kl=P[D,1=k-1]
< P[Dy-1=k] par hypothése de récurrence
=PylDy=k+1]

Donc| Py[Dy, =kl < PylDy = k+1]|.
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c. [: «k+l<an.

P;[D, =kl =P[Dp-1 =kl
< P[D;-1 =k+1] par hypothése de récurrence si k < n—2
=Pi[D,=k+1]

Donc| P;[D,, =kl < P;[Dy =k+1]|.

16. Sik<n-2.
Comme Q=GUHUIUY , ces événements étant disjoints 2 a 2,
VEcQ, PE= )  PAPsE (P
Ae{G; H;I1;Y}

d’'aprés la formule des probabilités totales.
Or d’aprés les questions 14.c. et 15.a., 15.b. et 15.c.,

VAE{G; H;I1; Y}, PalDp=kl<PulDp=k+1]

en multipliant chacune de ces inégalités par P(A) > 0 et en les sommant, on obtient en utilisant I'égalité () d’une part avec
E=[D,=k] etdautre partavec E=[D, =k+1] :

si k<n-2, PD,=kl<P[D,=k+1]|

17. Reste a montrer que P[D,, = n—1] < P[D,, = n] pour que la propriété &2, soit héréditaire, ce qui permettra d’achever la
récurrence.
Soit T, ={a; b; c} le dernier tirage, avec a< b < c.

* Les événements «c<n», «a<n<c» et «n<a» formantune partition de I'événement [D, =n],ona:

P[D,=n] = P(D,=n]let«c<n») + P(D,=n]let«a<n<c») + P([D,=n] et «n<a»)

=P([Dp=nlet«c<n») par symétrie de la loi

= 2P([Dy=nlet«c<n» + P(D,=nlet«a<n<c»)

= 2P[Dy,_1=n-2] + P[Dy1=n-1]

* Les événements «c<n—-1» «a<n-1<c» et «n—-1<a» formantune partition de I'événement [D, =n—1],
ona:
P[D,=n-1] = P(Dy=n-1let«c<n—-1»+ P([D,=n—-1]et«a<n-1<c») + P([D,=n-1] et «n—-1<an»)

= P[D,_1=n-3]+ P[Dy-1=n-2]+ P[D;,-y=n-1]
Ainsi, par différence,

P[D,=n]-P[D,=n-1] P(Dy_1=n-2]-P[Dy_1=n-3]

> 0 par hypothése de récurrence.
Donc P[D,=n-1] < P[D, =n],
et, grace a la question 16.,

si k<n-1, P[D,=kl<P[D,=k+1].

Par conséquent VneN,n>2, 2,1 = 22,.0rlapropriété &2, est vérifiée, d’apres la question 12.; ainsi, par récurrence,
VeN,n>1, @, estvraie|, et d’aprés la question 11., on en conclut que

veN,n=>1, M,=P[D,=n]|
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PROBLEME N°3 — Que la force soit avec f'!

Dans tout le probléme :
« k estun entier, k> 1,
« [ est un intervalle ouvert inclus dans ]0; +oo|,
« f désigne une fonction I —]0; +ool.
Six,y €I, on pose :

Ti(x; y) = (ykf(y)—xkf(x))(f(y) _@)_

yk Xk
« festdite « k-forte» si Vx,yel, Ti(x;y)=>0 ,

« f estdite « k-faible» si Vx,yel, Ti(x;y)<0

| — Quelques exemples et propriétés
1. On rappelle l'identité (F) qui permet de factoriser une différence de puissances de méme exposant :

2 n-1

Vx,aeR, x"1—ag™l=x-a)x"+ax" '+a?x"%2+---+a

n
=(x-a) (Z a”‘kxk).
k=0

qu’on retrouve par exemple en développant le deuxieme membre de I'égalité.

x+a™

Soit
:I—10; +
h ]2 ool avec I1=]0; +o0l.
X— X
» Soient x,y €I,
2 2
Ti(x: ) = _z__z(y__x_)
1(x; ) = .y —x.x%) v x

=P - (y-x)
= (> +xy+y*)(y—x)? enfactorisant y* — x% avec (F)

x,y€l0; +oo[ donc y?+xy+y?>0 comme somme de réels strictement supérieurs & 0.
y- x)? > 0 car le carré d'un réel est supérieur ou égal a 0.
Par produit de réels positifs ou nuls,

Donc | fj est 1-forte |.

» Soientx,y€el,

Vx,yel, Ti(x;y)=0.

2 x2
T3(x; y) = ()°.y* = x°.x) (y—3 - —3)
y X

1 1
_ 5_ o2 _ =
=(y x)(y x)
= (y—x)(y4+xy3 +x2y2 +xy3 +x4h (xx;yy) d’'aprés (F)

2
I b ) G +xyPP+ 22+ xy + x
Xy

4

Comme x,y€]0; +ool, y*+xy3+x2y>+xy3+x*>0 comme somme de réels strictement supérieurs & 0.
—(x— y)2 < 0 car le carré d'un réel est supérieur ou égal a 0 et car —1 < 0.

De plus xy>0car x,y€ I.

Par produit et quotient,

Donc | fi est 3-faible |.

Vx,yel, T3(x;y) <O0.
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2. On considére la fonction :

fo:I1—10; +oo|

avec 1=]0; 1].
X

x—e
» Soient x,y €I,
eV et
Montrons que  (ye’ — xe¥) (— - —) <0.
y X
Posons g et # les fonctions définies et dérivables sur 10 ; +ool par :

X

g(x) = xe* h(x)= e;
X (4
gm=e(x+1) (0= %

+ g'(x)>0surIetmémesur]0; +oo[carsix>0alors x+1>0et VxeR, e* >0.
g est donc strictement croissante sur I donc 'accroissement g(y) — g(x) y est du signe de y — x.

« W(x)estdusignede x—1car e*>0, et x*>0 carx>0.
Donc h'(x) <0 sur Icarsix<1alors x—1<0,
h est donc strictement décroissante sur I donc I'accroissement h(y) — h(x) est du signe de —(y — x).

Plus précisément, on a les tableaux de variations :

X 0 +00 X 0 1 +00
g'(x) + h'(x) - 0 +
+00 +00 +too
1 e

Par conséquent Ty (x; y) = (8(») — g(0) (h(y) — h(x)) estdusignede —(y—x)* Cc'esta dire négatif ou nul, le carré d'un
réel étant positif ou nul :

Donc| f> est 1-faible |.

De plus, sion prend x,y € I tels que x # y on a g(y) — g(x) #0 et h(y) — h(x) # 0 par stricte monotonie de g et h sur I =]0; 1]
donc le produit de ces réels, T1(x; y), est non nul. Donc T7(x; y) <0si x# y avec x,y € 1.

Vx,yel, Ti(x;y <O0.

Donc ‘ f> nest pas 1-forte ‘

3. f3:1—10; +oo]

x—e*

avec I1=]1; +o0ol.

Avec les mémes notations qu’a la question précédente, sur I =]1; +oo[, g est strictement croissante et h strictement croissante
car, cette fois, x—1>0sur I.

Les accroissements entre x et y, g(y)—g(x) et h(y)—h(x) sontdonc du signe de y—x et leur produit, T1(x; y), du
signe de (y — x)2, donc positif ou nul (carré d’'un réel).
Ainsi :

Donc| f3 est 1-forte |.

Etsix,y€ I, x # y, par le méme argument qu’'a la question précédente, T7(x; y) #0, donc T1(x; y) > 0.

Vx,yel, Ti(x;y)=20

DOI’]C‘fg n'est pas 1—faible ‘

:I—10; +
4. fa ]x ool avec 1=]0; +ool.
xX—e
SoitkeN, k>1.
[ |
Ny x
nesip = [t d)| Lo
k(5 y) (y Y |



1° Sik=1, Ti(x;y)=0<0
Donc f; est 1-faible (et 1-forte)

2° Sik>1,

k-2 N[ kL= y
Ti(x; )= —x) Z x’yk_z_f _ d'aprés (F) car k> 1

=0 (xy)k+l
L .
s (x_y)(zx]yk—j)
=(y-x) (Z xfyk‘z‘f) ( ]:)(;c+1 a nouveau d’aprés (F)

j=0 Xy

(y_x)z 2 k-2—-j ] k—j

- X
(xy)k+1 (; Z

* Les deux derniers facteurs sont des sommes de termes strictement positifs car x > 0 et y > 0, ils sont dont strictement positifs.
* (xyF*1>0carx>0ety>0.
*—=(y- x)? <0 car le carré d’un réel est supérieur ou égal a 0 et car —1 < 0.

Par conséquent :
Vx,yel, Ti(x;y)<0

Donc f; est k-faible pour tout k entier, k> 1.

Ainsi, d’apres 1°et 2° | pour tout entier k > 1,  f; est k-faible ‘

. Soit f une fonction k-forte sur I =]0; +ool, pour tout entier k > 1.
Soientx,yel, x<y.

Te(x; y) = (VK F) — 2K fix ))(f(y) @)

xk
yyk (x)*
=2 - fOfy) (;) + ;) + 2y en développant et en regroupant les termes.  (a)
Comme 0<x<y,
AL L oy
lim (—) =400 ( suite géométrique de raison = > 1).
k—+oco\ X X

x\* ¥
lim (—) =0 ( suite géométrique de raison 0 < T <1).

k—+oco\y
e (x\*
Or f(x) >0et f(y) >0, donc, par somme et produit,  lim f(x)f(y) (—) + —) =400
k—+o00 X y
et lim Ti(x; y) =—oo ce quicontredit 'hypothése « pour tout k entier, k > 1, Ti(x; y) >0 ».

k—+o0

Ainsi, par I'absurde, ‘ il n’existe pas de fonction définie sur I =]0; +oo[ qui soit k-forte pour tout entier k >0 |.

Remarque 1 : le raisonnement reste encore correct pour un intervalle I ouvert inclus dans ]0; +ool.

Il - Quelques critéres de force et de faiblesse

. D’aprés I'égalité (o) on a:

AUNEAL
festkfortesur I < Vx,yel, fx)f(y) (—) +(; <P+ 2
k
= Vx,yel, (%) +( ) <f(x) 2AS)) en divisant les deux membres par f(x)f(y) >0

f»n f

On traite de méme la traduction de « f est k-faible sur I », en remplagant le symbole "<" par ">
Ainsi :

k
fest k-fortesur I < Vx,yel, (%) + ) ;Eg %
. VK ) L@ W
t k-faibl 1 Vx, I, |= —_—
f est k-fablesur I < Vx,ye (x) + Z ) + o

20/29



7. Notons R(X; Y) =

Ainsi :

Or r est strictement décroissante sur |0 ; 1] et strictement croissante sur [1; +oo[ car dérivable sur ]0; +ool

<3<

fkiforte < Vx,yel RGF;y5<REF@); FO)

+

==

pour X,Y €]0; +oo[. On a:

X 1
R(X;Y):r(?) en posant r(t):t+; si >0

xk

— Vx,yel r( A
y

o1

f@
f

|

, 1 (x-Dx+1) .
avecr'(x)=1- — =——7 — Quiest du signe de x —1 sur ]0; +ool.
X b
X 0 1 +00
r'(x) - 0 +

+00o +00

r \ /
2

k

d’'aprés la question 6.

. X (x)
Etudions les quatre cas selon que > 1 ou non, et selon que ﬁ— >1lounon:
y

o _ o)
0 o
k k
Bt | B
y f» y f
xk k k
FSI — %2% (@) = r(%)ér(%)
k k
— y_kgm — y_gﬂ (b)
x* " fx) xk T f(y)
r x—k <r(&)
yk =X f(y) (xk) f(x)
k S
k y o
1 = r r gr(@)
Y yk fx) * oo
= S ST (b)
k AARIN G
x _f)
= — o (b)
y

(a) : car r est strictement

décroissante sur ]0; 1].

(b) : car r est strictement croissante sur ]1; +ool.

:carVt€]0; +ool, r(%) =r(t).

Or, a et b étant des réels strictement positifs,

Ainsi, la derniere inégalité de chacune de ces 4 équivalences se réécrit a chaque fois

car x>0, yk>o,

Par conséquent :

f(x)>0,

a b
si E >1cestadire — <1, alors
a

et f(»>0

max(a; b) _a

min(a; b) b’

max(x¥; y%) < max(f(x); f(y)

fest k-fortesur I < Vx,yel

max(x¥; y¥) _ max(f(x); f()
min(x¥; y*¥) ~ min(f(x); ()
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et, en renversant le sens de toutes les inégalités dans le raisonnement précédent :

max(x¥; y¥) L max(f(x); f()
min(x¥; y&) 7 min(f(x); £(3)

f est k-faiblesur I < Vx,yel

8. On note g et hy les fonctions définies sur I par :

gr(x) = xkf(x) et hi(x) = %

a. Ona:
gr estmonotonesurI < Vx,yel (y—x) (gk(y) - gk(x)) garde un signe constant

hi estmonotone sur I < Vx,yel (y—x)(hi(y)—hi(x)) garde un signe constant

Donc, si g et hj sont monotones, alors

(y—x) (gk(y) - gk(x)) x (y—x) (hk(y) - hk(x)) =(y- x)ZTk(x; ¥) garde un signe constant lorsque x et y décrivent I.
» Six=yalors Tr(x; y)=0.
« Si x # yalors Ti(x; y) garde un signe constant lorsque x et y décrivent I, car (y — x)> >0 car x # y.

Par conséquent :
*Soit Vx,yel Ti(x;y)>=0 etalors f estk-forte surI.
«Soit Vx,yel Ti(x;y) <0 etalors f est k-faible sur I.

Ainsi, | si gx et hy sont monotones alors f est soit k-forte, soit k-faible |.

Remarque 2 :
Si g et hi sont monotones et de monotonie différente alors Vx,ye I Ti(x; y) <0 etdonc f est k-faible sur I.

b. Tout d’abord on a I'équivalence :

f k-faibe < Vx,yel (g —gk()(hk(y)—hig(x)<0

8x(y)  gk(x)
< Vx,yel (gk(y)—gk(x))( [ECRRT: J<0 (B1)

= vx,yel (¥ h(y)—x**ne(x)(he(y) - he(x) <0 (B2)

Soit f une fonction k-faible.
« Supposons qu’il existe  x,yel, x<y hi(y)> hi(x) (H)
Alors :

* D’une part hx(y) —hi(x) >0

* D’autre part :

¥y > x?k >0 car X — X2¥ est strictement croissante sur 0 ; +oo[ car k> 1

donc  y**nhi(y) > x**hi(x)  parproduit, car hr(y) > hr(x) >0
y**hi(3) = x*)hie(x) >0

Ainsi, comme produit de réels strictement positifs,  (y2Xhy.(y) — x2¥ hy.(x)) (hi () = hi(x)) >0 ce qui contredit I'négalité
(B2) : 'nypothése (H) est fausse et donc, par I'absurde :

Vx,yel, x<y, hi(x) = hiQ).

Ainsi, ’ si f est k-faible sur I alors hy est décroissante sur I ‘
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Soit f une fonction k-faible.
» Supposons qu'il existe
Alors :

* D’une part

* D’autre part :

0< ﬁ
grx(y)

2k <

8cy)

donc

yzk

x,y€l,

1 1
<W

2k

8r(X)
2k <

8r(x)

0

Ainsi, comme produit de réels strictement négatifs,  (gx(y) — gk(x)) (

8k(y) — gk(x) <0

x<y gy <grx)

(H')

1
car X — ﬁ est strictement décroissante sur ]0; +oo[car k > 1

par produit, car

I'hypothése (H') est fausse et donc, par I'absurde :

Vx,yel, x<y,

Ainsi, ’ si f est k-faible sur I alors gi est croissante sur [ ‘

Remarque 3 :

ka

gk(x) < gr().

Ainsi, d’aprés Remarque 2, a la question précédente, on a I'équivalence :

(f est k-faible surI)

—

8y _ 8k

0 < gr(y) < gklx)

2k

(gx est croissante sur I et hy est décroissante sur I).

Soit f la fonction définie sur I =]0; +oco[= AU B avec 16
A=]0; 1[U]l; 2[ et
B={1}U[2; +oo] par :
X sixe A 12 +
X) =
f® {4x sixeB
G
Les parties A et B sont disjointes si bien qu’elles forment
une partition de ]0; +ool.
8 4
4 + ]
Mont t 1-fort I 4]7 [/;/D
ontrons que f est 1-forte sur I. ol + B
Soient x,y € I, calculons T1(x; y) selon que x et y sont dans A ou dans B :
yeA yEB
Ti(x;y) = *-xHA-1) Tix;y) = @y*-xH@-1
XeEA
= 0 = 3QCy-x)Q2y+x)
Tilx;y) = (F-4x)(1-4)
Ti(x;y) = @y*-4x?)@4-4)
X€B =

=3(y-2x)(y +2x)

32x—-y)(y+2x)

0
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. On

Comme x >0 et y >0, il reste uniquement & voir pourquoi les facteurs marqués avec ** dans le tableau sont positifs, c’est a
dire pourquoi 2b—a >0siae Aet be B.

« Sib=1alors 2b=2>a car Aest strictement majoré par 2. Donc 2b—a> 0.
e Sinonb>2carbe Bdonc2b>4.0rsiac A, a<2,donc 2b—-a>4-2=2>0.

Ainsi dans tous les cas possibles, T1(x; y) = 0.

Donc’ f est 1-forte sur I ‘

Par ailleurs,
_x* sixeA _J1 sixeA
gl(x)—{4x2 sixeB hl(x)—{4 sixeB
donc g1 n’est pas monotone car 0,5<1<1,5 donc h; n'est pas monotone car 0,5<1<1,5
alorsque g1(0,5)=0,25<4=g(1) alorsque 5h1(0,5)=1<4=h;(1)
et g1(1)=4>2,25=g(1,5) et hi)=4>1=h;(1,5)

‘f est un exemple de fonction 1-forte telle que ni g1 ni h; n’est monotone |.

suppose ici que f est dérivable sur I et que sa dévirée f’ est continue sur 1.

* gy est dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables sur l'intervalle I et :
g;c(x) =kx* 1 f) + x5 f(x) car (uv) =u'v+ur
=k (kf(0) +xf ()
g,’c est donc continue comme produit et somme de fonctions continues sur I ; l'intégrale suivante existe donc et on peut écrire :

soit  A(x; y)=gk(y)—8x(x) (on noteici A plutét que Ag pour alléger les notations)

y
=f g (ndt
X

J k-1 !
=f T kf@) +ef'(0)de
X
* hy est dérivable sur I comme quotient de f dérivable sur I par x — x* dérivable et ne s'annulant pas sur
lintervalle I (0¢I) et:
xFf(x) = kx*1 f(x)

(4y = u'v—uv

h(x) = T car (% =
xf'(x) - kf(x)
- xk+1

h;c est donc continue comme produit et somme de fonctions continues sur I (0 ¢ I) et donc l'intégrale suivante existe et

on peut écrire :
soit  B(x; y) = hi(y) — hi(x)

y !
=fx HL(t)dt
Y () -
| W0 - kS
x tk+1
* Ainsi:
Tk(x; y)=Alx; y)x B(x; y)
y Yifl()—
=(f tk_l(kf(t)+tf'(t))dt)(f Mdt
x X t
) , fx)
« Or on suppose que pour tout réel xe I |f (x)|>k7 (.

donc f'(x) ne change pas de signe sur I car sinon on aurait a,be I, a<b, telque f'(a)x f'(b) <0 et, en appliquant
le théoréme des valeurs intermédiaires & f' continue sur [a, b], il existerait ¢ € [a; b] tel que f'(c) = 0 et alors on aurait
f(c) =0 d’aprés l'inégalité (1), ce qui est exclu car f est a valeurs strictement positives.
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Donc :

1° soitVxel, f'(x)>0 etdonc
x> kf( d’aprés l'inégalité (1)
- E >0
!
k
X - f(x) >0 carx>0
xk+1
donc B(x;y)=0 si x<y et B(x;y)<0 sinon.
Or Alx;)=0 si x<y et A(x;y)<0 sinon,car 1 (kf(t)+tf'())>0 lorsque tel.
Par conséquent Vx,yel, Ti(x;y)>0 parproduit.
2° soitVxel, f'(x)<0 etdonc
-flo > f( d'aprés l'inégalité (1)
0 >f’(x)+kf(x)
0> x*1(kf(x)+xf'(x) carx>0
donc A(x; »)<0 si x<y et A(x;y)=0 sinon.
. . tf'(t) - kf(r) .
Or Bx; y)<0 si x<y et B(x;y)>=0 sinon,car T<0 sitel.
Par conséquent Vx,yel, Ti(x;y)>0 parproduit.
Ainsi, dans tous les cas, Vx,yel, Ti(x;y)=0
Donc :
si Vxel, |f')|=> K9 iors [ est k-forte |
. Cette fois, on suppose que  Vxel, |f'(x)|< kf(x).
Donc :
iC)) <f< f(x)
X
0<f’(x)+k@ et flo)-k &<0
!
-k
0<xF 1 (kf(x)+xf'(x) et Mgo car x > 0.
xk+1
Par conséquent, de maniére analogue a la question a., on a :
*s8i x<y, alors A(x;y)=20 et B(x;y)<0 donc Ti(x;y) <0.
esi xz2y, alors A(x;y)<0 et B(x;y)=0 donc Ti(x;y) <0.
Ainsidanstouslescas Vx,yel, Ti(x;y <O0.
Donc,
si Vxel, |f')|< kM alors  f est k-faible |
X

X
. Si h est une fonction continue sur I et si a € I, alors on sait que H:x Mf h(n)dt
a

vérifie H(a) =
X
h(t)dt

lim =4
X—a

Donc, en particulier, H'(a) = h(a) c'esta dire

X—a
Ainsi :
lim Alx; y) Blx; y) y)

y=x y—-x y—X k(X)Xh,(X)

=xF " (kf(0) +xf' ()

= x? ([xf/(x)]z) - [kf(x)]z).
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est une primitive de h, celle qui

= fim 20 =A@ o,
x—a xX—a
par produit
xf'(x) —kf(x)
xk+1



Si f est k-forte, A(x; ) xB(x; y)=Tk(x;y) >0 donc:

x? ([xf’(x)]z) - [kf(x)]z) >0 par théoréme d’encadrement, par "passage a la limite"

[xf' (0] = [kf )] car x>0

x |f’(x)| > kf(x) car x — /x est croissante sur [0; +oo[ et x, k et f(x) sont positifs
|f’(x)’>kg car x> 0.

Ainsi,

I
E)

si festk-fortesur I alors Vxel |f'(x)|>k

De méme, en renversant le sens de toutes les inégalités ci-dessus, on obtient que :

si festkfaiblesur I alors Vxel |f'(x)|< k@ .

Il - Une multitude de fonctions fortes et faibles

On dit que la fonction f est « forte » s'il existe un entier k > 1 pour lequel f est k-forte, et la fonction f est « faible » s'il existe
un entier k > 1 pour lequel f est k-faible.

1
10. Soit F = —.
f

F est bien définie et a valeurs strictement positives sur I car f est & valeurs strictement positives sur 1.
Si la fonction f est faible alors il existe un entier k > 1 tel que f est k-faible, donc, si x,y €I :

(- (B2 - £2) <o
y X
1 - 1 ) < - yk <0 en divisant le 1" facteur par f(x)f( Yk vk >0
xkf(x) ykf(y) o o S D Daky
xkyk

et en multipliant le second par ——— >0;
P P )

Hw_Fquo

1
(ku(y) - xkF(x)) (—k % en permutant les deux facteurs, en remplagant ? par F,
y X

et en multipliant chacun des deux facteurs par —1  ((~1)? > 0).

Par conséquent F est k-faible donc faible.

1
Ainsi, | si la fonction f est faible alors la fonction — est faible |.

11. Soit f et g deux fonctions faibles définies sur I. D’aprés Remarque 3, on a alors, :

est k-faible pour un entier k>0 est k-faible pour un entier [ >0
4
Mj’f X— xkf(x) est croissante Mé, :x— xlg(x) estcroissante
——4 p——
X X
Q’]E X — f(—k) est décroissante Qé, (X — &1) est décroissante
X
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12.

+ Somme f+g

Soit m = max(k; I).

Comme m—k>0et m—1>0 les fonctions Id™ % x— xmk o 1d™!:x— x™! sontcroissantes sur I (éventuelle-
ment constantes, mais une fonction constante est une fonction croissante particuliere).

_ 1 L
p— et 1d":x— - sont décroissantes sur 1.
xm= xm=

Or le produit de deux fonctions croissantes a valeurs positives sur I est une fonction croissante sur I et celui de deux fonctions
décroissantes sur I & valeurs positives est une fonction décroissante sur I.

De méme les fonctions  1d*¥~™: x —

Ainsi,
* les fonctions M]’S xIdmk: x— x"f(x) et Mé, xId™ ! x—s x™g(x) sontcroissantes sur I.

Leur somme, qui est la fonction M;”Jrg :x— x"(f+g)(x) estdonc croissante.

gx)

(x) _ . .
— f—m et Qé xId" : x —s — sont décroissantes sur I. Leur somme, qui est la
X

« les fonctions Q’]S x1dk™: x

(f+8x)
T am

fonction Q}”Jrg iX est donc décroissante sur I .

M]’Zig étant croissante sur I et Qﬁg décroissante sur I, f + g est m-faible d’aprés Remarque 3, a la fin de la question 8.b..

f + g est donc faible.

Ainsi, ‘ si f et g sont faibles sur I alors f + g est faible sur I ‘

+ Produit fx g
« La fonction M]’fié = Mllﬁ x My : x— x**!(f x g)(x)  est croissante sur I
comme produit des fonctions Mj’f et Mé, croissantes et a valeurs positives sur I.

« La fonction Q’]S:fg = Q]’E x Qg :x— xF*I(fx g)(x) estdécroissante sur

comme produit des fonctions Q'fC et Qé, décroissantes et a valeurs positives sur I.

k+1

g décroissante sur I, la fonction f x g est (k + I)-faible sur I, donc faible sur 1.

M}“jé étant croissante sur I et Q

Ainsi, ‘ si f et g sont faibles sur I alors f x g est faible sur I ‘

» Quotient J—c
q

1 1
Si f et g sont faibles sur I, alors, d’aprés la question 10., § est faible sur I et donc la fonction g =fx § est faible sur I comme

produit de fonctions faibles sur I.

Ainsi, | si f et g sont faibles sur I alors g est faible sur I |.

Utilisons le critére de caractérisation des fonctions définies et dérivables sur I et a dérivée continue sur I, étudié a la question 9.,
pour construire des contre-exemples.

- Soit fix—e®

(x)
’x > kf_
|/ ;
X
— et > ke—
X
= x = k carx>0ete*>0

f est donc k—forte sur ]k ; +ool.
Soit ! e
* Soit g=—=:1x— .
f

En raisonnant comme a la question 10., on montre que g est k—forte sur |k ; +ool, car f est k—forte sur ]k ; +ool.
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« Soith=f+g:x—e +e
| (x)|=le*—e ¥ =e*—e™* carx>0

donc,
h(x
|W )| > sy
X
e¥+e™*
— e¥-e ¥ > k—
X
e —g~ %
— x——>k carx>0ete*+e *>0
ef+e
e*—egX
Soit p(x) = x——.
P ef+e "
, , e—e!
p est une fonction continue surR et p(1) = T <L
et+e”
Par continuité en 1, il existe a > 1 tel que p(a) <1 (a=1,1 convient).
et—e? , h(a) ,
Pour kK =1 on a alors a————< k donc |h (a)| <k—— avec ae€l=]1; +oo[: h nestdonc pas k-forte

b . e’+e
d’'aprés le critére de la question 9..

Ainsi, ’ f et g sont 1-forte sur I =]1; +oo[ mais f + g ne I'est pas ‘

« Une fonction constante n’est k-forte pour aucune valeur de k.
En effet, si ¢ est une fonction constante sur I, & (unique) valeur C strictement positive, alors Vx€ I, ¢ (x)=0 etdonc:

c(x
si |c' ()] > sl
X
C
alors 0> k—
-
>0
donc 0>0 ce qui est contradictoire.

Comme f x g est la fonction constante a 1, elle n’ est k-forte pour aucune valeur de k.
Ainsi, ’ f et g sont 1-forte sur I =]1; +oo[ mais f x g ne I'est pas ‘

« Enfin| f et g = f sont 1-forte sur I =]1; +oo[ mais ]—c = ]?C constante, ne I'est pas |.

13. Soit f une fonction définie sur I et a valeurs dans ]0; +ool, et g une fonction définie sur ]0; +ool.
a. Supposons f et g faibles; alors f est k-faible pour un entier k > 1 et g est I-faible pour un entier I > 1.

1
Toujours en posant r(x) = x + —, d’apres le critére la question 11.6., g étant une fonction faible, on a :
X

X! g(X) . . .
r W >r m pour tous réels X, Y strictement positifs.

Comme f est a valeurs strictement positives, Vx,y € I, f(x) et f(y) sont dans 'ensemble de définition de g et avec
X =f(x)etY =g(y),onobtient :

!
. [ > r(gOf(x)
iy gofy)
Mais on a vu a la question 12. que si f est k-faible et g est I-faible alors f x g est (k + [)-faible.
_fai L et k= fai
Comme f est k-faible, f‘=fxfx---xf est k+k+---+k=(xk)-faible.

[ facteurs I termes

) pour tous réels x,y € 1.

xk ) . o .
Doncr|—|=>r et en combinant avec la derniére inégalité on obtient :

ykl fl(y)
xkl gof(x)
Vx,yel, r(W) > r(gOf(y))

si bien que go f est (k x I)-faible, donc faible.

Ainsi, ’ si f et g sont faibles alors la fonction go f est faible ‘
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b. On raisonne de la méme maniére, en remplacant les symboles ">" par des symboles "<", pour montrer que :

‘si f et g sont fortes alors la fonction go f est forte ‘

IV — Application a la démonstration d’inégalités

14. Soit a,b,c€]0; +oo[ et n entier n > 1.
La fonction f:x— (x+c¢)" est définie, dérivable sur I =]0; +oo[ et sa dérivée est continue sur I car c’est une fonction

polynéme.
[f/x)] = nx+0™! carn,xetc sont positifs
x
)
X+c
x
< n% car ¢ >0.

Donc f est n-faible sur I d’aprés la question 9.b. et, d’aprés la 6., on a :
fla)  f(b) < a® b"

o f@ S e

Ainsi,

(a+o)" (b+o)" _rayn (b)"
. <= — X
vabeelivool,  Gohr e <(3) +(a)

b2
15. 1° Aveclafonction f=sin définie et dérivable a dérivée continue sur I = ]0; ) [ ona:

|f'(0)] = Icos(x)l

= cos(x) carxe]O'z[
2
sin(x) n
< cartan(x)>xsur]0; —[
X 2
_ I

X
/4
Donc f est 1-faible d’aprés la question 9., et pour tous réels a, b € ]0; 5[ ona:

<—+

f@ fo) _a b
fb) f@ b a

sin(a) sin(b) _a
: + — <+
sin(b) sin(a) " b

Q=

b/
2° Avec lafonction f=tan définie et dérivable & dérivée continue sur I = ]0; 3 [ ona:
|f/(0)| = |1+ tan?(x)|
=1+tan®(x) car X?>>0si X estréel
>2tan(x) car (1—tan(x))? >0 donc 1-2tan(x)+tan?(x) >0
b4
>tan(x) cartan(x)>0car xe ]O; E [

T
Donc f est 1-forte d’apres la question 9., et pour tous réels a, b € ]0; E[ ona:

a b tan(a) tan(b)
—+—-< + .
b a " tan(b) tan(a)

A I'aide des deux inégalités obtenues en 1°et en 2°, on obtient :

sin(a) sin(b) a b _tan(a) tan(b)
——+———<—+—-XZ + .
sin(b) sin(a) b a " tan(b) tan(a)

Va,be]o;g[,
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