Collection

1 Probléme

Un fabricant de produits frais propose a ses acheteurs potentiels de consti-
tuer la carte de la France, basée sur ses 101 départements proposés sous
forme d’aimantins.

On se propose de déterminer le nombre moyen de produits que doit se pro-
curer un client isolé n’ayant aucune possibilité d’échange pour obtenir la
carte complete.

2 Résolution

2.1 DMatrice de transition

Soit n € N* le nombre total d’aimantins a collectionner (101 dans le cas
présent) et soit k le nombre d’aimantins distincts possédé par le client ; on
a k € [0;n].

Si le client possede k aimantins apres un certain nombre d’achats, alors
la probabilité d’obtenir un double a I’achat suivant est % et la probabilité
d’obtenir un aimantin nouveau a l’achat suivant est "T_k

La matrice de transition associée M, dans laquelle I'état k représente le
nombre d’aimantins distincts déja acquis, est d’ordre n+1 et est donnée par
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M est une matrice triangulaire d’ordre n + 1 ayant ses n + 1 valeurs propres
(%) keomn] SUT 82 diagonale. M est donc diagonalisable, c’est-a-dire qu’il
existe donc une matrice P inversible d’ordre n+1 telle que M = PDP~! ol

D est la matrice diagonale sur laquelle on a les valeurs propres (%) keosn]”



2.2 Matrice de passage
Soit P = (; ;) la matrice définie pour tout (i, ) € [1;n + 1]? par

Tij = 0 sig <1
ny = (5 sy
Montrons que P est inversible, en considérant la matrice Q = (y; ;) définie
pour tout (i,75) € [1;n + 1]? par
Yij = 0 sij <1
yij = ()", sijzi
et en montrant que PQ = I,41. Posons PQ = (z; ;).
Pour tout (i, ) € [1;n + 1]?,
n+1
Zij = Z Tik X Yk,j
k=1

Pour que ;1 x yr; # 0, il faut que que 'on ait k > i et j = k, c’est-a-dire
1 < k < 7, ce qui n’est possible que si j > 1.

On en déduit que, pour tout i € [1;n + 1] et pour tout j € N* tel que j < 1,
on a z;; = 0.

PQ est donc une matrice triangulaire supérieure.

Pour tout i € [1;n + 1] et pour tout j € N* tel que j > 1,
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zig = 1

Lorsque ¢ = j, on obtient

La diagonale de PQ ne contient donc que la valeur 1.
Pour tout i € [1;n + 1] et pour tout j € N* tel que j > i,
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Posons s; j = izi % et montrons que s; ; = 0.

Pour tout i € [1;n + 1] et pour tout j € N* tel que j > 1,

Sij = i(—l)k x (j:;)

k=i
Jj—i ' S
Sij = (—l)k o (j _] . k’> en posant k' = k — i
K'=0
m
sij = (=1 Z (-1 x (m B k:’) en posant m = j — i
k'=0
sij = (=1)'x(1+(=1))"

Sivj -

Ainsi,pour tout i € [1;n + 1] et pour tout j € N* tel que j > i, z;; = 0 et
ona PQ = 1I,1.

On montre de méme que QP = I, 1 donc P est inversible de matrice inverse
Pl =0Q.

Soit D la matrice diagonale sur laquelle on a I’ensemble ordonné {%, ke [0;n] }
Montrons que M = PDP~!.

Posons D = (d; ;) et PD = (a;;).

Pour tout (i, ) € [1;n + 1]?,

n+1

aij = ), Tik X dij
k=1

et, pour tout j € [1;n + 1],

ko = 0 Sik#j
djj = *

On en déduit que, pour tout (4,5) € [1;n + 1]2,

Posons maintenant PDP~! = (b; ;).
Pour tout (i, ) € [1;n + 1]?,

n+1
bij = 2 ik X Yk,j
k=1
1
k-1
bij = 2 Tik X Yk,
k=1



Pour que ;1 x yi; # 0 il faut que l'on ait £ > i et & < j c’est-a-dire
1 < k < 7, ce qui n'est possible que si j =

On en déduit que, pour tout i € [1;7n + 1] et tout entier j tel que 1 < j < 1,
bi; = 0. Ainsi, PDPest donc une matrice triangulaire supérieure.

Pour tout i € [1;n + 1] et tout entier j tel que j > 1,
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k
=Y (it ) I (k—1) x (—1)F
bij = n (n—j+1)!k§(k;_z) < (j — k)!

Lorsque j = i, on obtient
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n
bzz = My;
OflM=(mi’j).

Lorsque j =i+ 1,

(=) (n—i+ D) (G —1) x (=1)  ix(=1)HL
biiy1 = x . +
’ n (n —q)! 0! x 1! 1! x 0!

—1)" x (~1 —i+1 .
by = DX ED XTI D gy o)
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n—1+1

biiv1i = ———
n

biiy1 = Mgl

Il reste donc & montrer que, pour tout i € [1;n 4 1] et tout entier j tel que
j—1=22,b;=0.

On pose, pour tout i € [1;n + 1], et tout j € [1;n+ 1], j =i+ ol r est un
entier supérieur ou égal a 2.

(—1) (n—1+1)! d 1) < =)
b, = — '
j X(]_Z)!x n—j+1 kZ::Z (j_k)'
. k—1)x(— k>< j—i)!
Posons, t; ; = i:=i ( (lig—i()!xlzj—lgj)! 5.



tij = if;o(—l)kuﬂj(l{:’ +i— 1)% en posant k' = k — i
tij = Soeo(=DFTE +i—1)(")

ti; = (1) i,zo(—l)k,(k’ +i— 1)(1,;) en posant p = j —1
tiy = (' 2L o(-DFKFE) + ()" Mpo(-DF - 1)(F)

On a déja montré précédemment que ZZ,ZO(—l)k’ (i—1) (Z) =0.
Il s’ensuit que

p!

tij = (-1)’ £/=1(_1)k K (kul)!x'(prk')!
i / 1)
tis = (' Doy ) K =ty
ti; = (—1)2+1p2§7:10(—1)k k’(pk_,,l)k” en posant k" = k' — 1

qui est nul lorsque p — 1 > 0, soit j —i — 1 > 0 c’est-a-dire j = 7 + 2.
On a ainsi démontré que M = PDP~1,

2.3 Matrice puissance

Soit n € N*. On peut écrire M sous la forme

- (32)

ou

0 1 0 0
o 1 ~n-l 0 0
0 8 i n==2 0

Q: n n
. 0
—2 2
0 0 nT nil
0 0 5

0

R = :

0

1

n

O est la matrice ligne nulle de dimension n et I = (1).

2.3.1 Multiplication de matrices par blocs

Soit m, n et p trois entiers naturels non nuls et A, B des matrices de dimen-
sions respectives (m,n) et (n,p).
On suppose que A et B peuvent se décomposer sous la forme

(A4
A_(A:% A4)



et
[ B | B,
i ( Bs | By )
ol (Ai)jeq1.a1> (Bi)ie1;,4) sont huit matrices.
On montre que

AB — A1B1 + Ay Bg ‘ A1By + Ay By
AsBy + AyBs ‘ AsBy + AyBy
2.3.2 Calcul par blocs de la matrice puissance
On établit par récurrence, que, pour tout p € N*,

- (pien)

Q est la sous-matrice supérieure gauche issue de M de dimension n ; elle ad-
met pour ensemble de valeurs propres {%} ke[om—1]° Cet ensemble contenant
n valeurs distinctes, ) est diagonalisable et il existe une matrice S inversible
telle que Q = SDS~! ou S est la matrice diagonale définie par {%}ke[[O;n—lﬂ'
Il s’ensuit que, pour tout p € N*, QP = SDPS~L,

Puisque, pour tout k € [0;n — 1], 0 < % < 1, on en déduit que

lim QY =0

p—>+00

D’autre part, on a, pour tout p € N*,

p—1
(2 Qp> I-Q=1-¢
k=0
donc, pour tout p € N*,
p—1
NQr=(-Q)I-Q"
k=0
et I — @ est inversible puisque cette matrice admet n valeurs propres dis-

tinctes définies par {L;k}ke[[O'n—l]]'
Puisque lim,_, 1 QP = O, on en déduit que
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2.3.3 Inverse de I — (@

On a
1 -1 0 0
0 2=t _n=l 0
, 0 0 =2 _n=2 0
Q D,
0 022
0 0 -
Soit V' la matrice définie par
0 7257 73 w3 n
v=| 0 0 5 %5 n
. '. ... n
0 --- i 0 n

Montrons que V' est I'inverse de I — @Q = U. Posons U = (u;;), V = (v;)
et W=UV, W = (wm).
Pour tout (7,j) € [1;n],

n
Wij = Y Uik X Uk
k=1

Sit # j, alors

n+1—1¢ n n+1—1 n
T X - — X .
“I n n+1—1 n n+1—1
wij = 0

et si ¢ = j alors
n+1-—1 n
wi; = X
B n n+1l—1
wi; = 1

)

donc W = I soit UV = I. On montre de méme que VU = I et on en déduit
que V =U"1
2.3.4 Conclusion

Du résultat précédent on déduit que
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Le nombre moyen d’achats m est donc

n—1
n n n n
m=1+ + +ob o Hn=
n—1 n-—2 2 ];)n—k

c’est-a-dire

3 Loi géométrique

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de produits a acheter pour
obtenir exactement n aimantins distincts.

Pour tout £ € N*, on note X}, le nombre de produits a acheter pour avoir
un k¢ aimantin distinct des k£ — 1 aimantins distincts déja possédés par le
client.

Soit j € N* et k € [1;n]. Xy = j signifie que le client a acheté j — 1
produits contenant un aimantin au moins en double parmi les £ — 1 déja en
sa possession et qu’il a obtenu un aimantin différent parmi les n — k + 1 au
j¢ achat.

On en déduit que

(k—17"'x(n—k+1)

p(X = .7) = Y
E—-1\""" k—1
en - (5245
n n
Pour tout k£ € N*| X}, suit la loi géométrique de parametre "%’“H donc son

espérance est

n
E(X) = — 2
(Xx) n—k+1
Puisque X = >}, X}, on en déduit que
n
E(X) = E(Xk)
k=1
“ 1
E(X) =
(X) nzn—k‘—i-l
k=1
1
E(X) = n —
(X) l;lk

Ainsi, le nombre moyen N de produits qu’il faut acheter pour posséder les
101 aimantins représentant la carte complete des départements francais est

S % soit
_1463919079240743966268954674710929768361083
~ 2788815009188499086581352357412492142272
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soit 525 produits arrondi a I'unité.

4 Ressources euler

— Calcul matriciel
— Temps d’attente de complétion d’une collection
— Calculs matriciels associés a la complétion d’une collection


http://euler.ac-versailles.fr/baseeuler/recherche_fiche.jsp?theme=4
http://euler.ac-versailles.fr/wm3/pi2/collection/collection1.jsp
http://euler.ac-versailles.fr/wm3/pi2/collection/collection2.jsp
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