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Exercice national numéro 1 (a traiter par tous les candidats)

La raison du plus fort...

Loup 1 Loup 2 Deux loups, immobiles, sont placés
A e o e 1= o A aux extrémités d’'un  chemin
1 2 3 2n—1 2n rectiligne fréquenté par des

agneaux. A chaque étape, un agneau double la distance qui le sépare du loup le plus proche, quitte a se
rapprocher éventuellement de I'autre loup. On suppose que le chemin a une longueur entiére 2n + 1 et que, sur
ce chemin, les agneaux ne peuvent se trouver qu’aux points d’abscisses entiéres comprises entre 1 et 2n. Par
exemple, pour n = 2, on a un chemin de longueur 5, et si I'agneau se trouve en 3, il passe en 1, puis en 2, puis
en 4 et revient en 3.

Déplacement d’un agneau

On suppose dans cette partie que le chemin est de longueur 9 (n = 4).

1. a. L’agneau se trouve initialement en position 4. Quelles sont toutes les positions qu’il peut atteindre ?

b. Et s’il part de la position 3 ?

c. Est-il vrai, quand n = 4, que I'agneau retrouve un jour sa position initiale quel que soit son point de départ ?

Un agneau en orbite

On appelle orbite d’un entier k compris entre 1 et 2n I'ensemble des positions possibles pour un agneau se
trouvant initialement en position k.

2. On suppose dans cette question quen = 5.

a. Quelle est I'orbite de 2 ?

b. En déduire les orbites des entiers compris entre 1 et 10.

3. On suppose dans cette question quen = 7.

Combien y a-t-il d’orbites distinctes dans ce cas ?

On se replace désormais dans le cas général.

4. Au cours de ses déplacements, un agneau se trouve en position k. Quelle était sa position précédente ?

5. Montrer que, pour tout n et tout k, ol 1 < k < 2n, quand un agneau part de la position k, il retrouvera a
nouveau cette position dans son périple.

6. Pour nfixé, et k donné, ol 1 < k < 2n, on souhaite déterminer le nombre de positions possibles distinctes
gu’occupera I'agneau. On propose le squelette d’algorithme suivant :

nb <0 a. Que se passe-t-il si on enléve la condition nb = 0

positionCourante ¢ k dans le Tant Que ?

Tant Que ((positionCourante # k) ou (nb =0)) Faire | b. Compléter cet algorithme (a recopier sur la feuille de
[...] composition) pour qu’il affiche le nombre de positions
nb < nb+1 possibles distinctes.

Fin Tant Que

Afficher nb

Et a plusieurs ? Moutons de Panurge...

On suppose maintenant que 2n agneaux occupent exactement tous les points d’abscisse entiere du chemin. lls
effectuent simultanément les déplacements décrits au début du probleme.

7. Est-il vrai qu’aprés un certain nombre de déplacements on retrouvera la configuration de départ, chacun
étant a sa place initiale ?



Exercice national numéro 2 (a traiter par les candidats de la série S)
Dés magiques

On lance deux dés D, et D, successivement et indépendamment ; on consideére le total de points ainsi ramené
et sa probabilité d’apparition. Par exemple, avec deux dés standards a six faces, si le premier jet fournit le 1, et le
second le 1 aussi, le total vaudra 1+1=2, et sa probabilité d’apparition 1—12 L’étude statistique de

ces sommes peut intervenir dans certains jeux de hasard, le jeu de I’Oie par exemple.

Jusqu’en question 6, les dés envisagés sont tétraédriques, comme dans le croquis ci-contre. En

questions 1 et 2, leurs quatre faces sont standards, numérotées 1, 2, 3, 4.

. N , . - e . 3
1. Donner les trois maniéeres d’obtenir pour total 6, en déduire que la probabilité d’obtenir un total de 6 est e

2. Donner les différents totaux que I'on peut ainsi atteindre, puis leurs probabilités d’apparition. Qu’indiquent
les coefficients de I'expression polynomiale P(x) = (x + x2 + x3 + x*)? une fois développée ? Expliquer.

Pour plus d’originalité, on prend maintenant des dés non standards : un dé D; aux faces numérotées 1, 1, 2, 5 et
un dé D, aux faces numérotées 1, 4, 4, 4.

3. Quelle est la probabilité d’obtenir un total de 6 ?

De maniere générale, le dé D, a quatre faces dont les valeurs a;, a,, as, a4 vérifient 1 < a; <a, <az; < ay
et sont stockées dans un tableau t, = [a;, a,, a3, a,]. De méme, le dé D, a quatre faces by, b,, b3, b,
vérifiant 1 < b; < b, < b3 < b, et stockées dans le tableau t, = [b;, by, bs, b,]. On définit les quantités
polynomiales A(x) = x® + x% + x93 + x% et B(x) = xP1 + xP2 + xP3 + xP+. Par exemple, les dés de la
question 3 donnentlieuat, =[1, 1, 2, 5], t, =[1, 4, 4, 4], A(x) = 2x + x2 + x> et B(x) = x + 3x*.

4. Déterminer t,, tp, A(x), B(x) attachés aux dés D, et D, de faces 1,2,2,3et 1,3, 3,5.

5. L'algorithme suivant (qu’il serait possible d’étendre a de grands dés)

renvoie le coefficient de x* dans le produit x’”(xb1 + xP2 4 xbs + xb4) Coef<0
P : Pourjallantde 134
Modifier cet algorithme pour qu’il renvoie le coefficient de x¥ dans le produit Sip + t,[j] = k alors
A(x)B(x) de deux dés a n faces. Coef¢-Coef+1
Fin Si

Le colonel George Sicherman (Etats-Unis, XXe siécle) rechercha des couples de
dés non-standards D, et D;, dont les sommes des faces obéissent aux mémes
lois de probabilité que celles de deux dés standards. Voici comment il a pu

Fin Pour
Renvoyer Coef

procéder, d’abord sur des dés a quatre faces.

6. 0n reprend les notations 1 < a; <a, <az <a,;1<b; <b, <b;<bgetP(x)=(x+x?+x3+x*)2
a. Justifier que A(x).B(x) = P(x).

b. Factoriser x + x? + x3 + x* en ne faisant apparaftre que des quantités de degrés 1 et 2.

¢. Quevalent A(0), A(1), B(0), B(1) ?

d. Proposer des lors une répartition possible et viable des facteurs de P entre A et B, définissant un bon couple
de dés non standards.

7. Déterminer un couple de dés non standards a 6 faces dont la somme des faces obéit a la méme loi de
probabilité que celle de deux dés standards (aux faces : 1, 2, 3, 4, 5, 6).



Exercice national numéro 3 (a traiter par les candidats des séries autres que la série S)
Opération triangle

Pour tous entiers naturels m et n, on appelle triangle de m par n, et on note m An, le nombre défini par les
régles suivantes, dont on admet qu’elles sont possibles :

- 0An=n+1;
- nAO0O=(Mn—-1)Aldésquen #0;
- (m+1D)AMm+1)=nA((n+1)Am).

Attention, m A n n'est pas nécessairement égalan A m.
Quelques résultats

1. a Montrer que 1A0 = 2 et que 1A1 = 3.

b. Calculer 1A2.

c. Plus généralement, déterminer, pour tout entier naturel n, la valeur de 1An. On pourra poser u, = 1An et
vérifier que la suite (u,) est arithmétique.

2. a. Calculer 2A0, 2A1 et 2A2.
b. Justifier que, pour tout entier natureln, 2An = 2n + 3.

3 a. Calculer 3A0, 3A1 et 3A2.
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3An est égal 8 2"*3 — 3. On pourra poser u,, = 3An et montrer
que, pour tout n supérieur ou égala 1, u, = 2u,_, + 3.

lllustration de 3An

Un artiste a illustré ainsi les valeurs de 3A0 et 3A1 :

Figure 1 Figure 2

4. Tracer sur la copie une troisieme figure qui viendrait logiquement compléter cette suite de dessins et illustrer
la valeur de 3A2.

5. Supposons que le coté d'un carré de la figure 1 mesure 1 cm.

a. Déterminer l'aire respective des figures 1 et 2.

b. Quelle serait I'aire de la figure illustrant 3An ? On ne tiendra pas compte des recouvrements éventuels.



