Arithmétique

Exercice 1
Soit n un entier naturel non nul pair. Déterminer les entiers naturels non nuls a, b premiers entre eux et tels que
a + b divise a™ + b™.

Comme n est pair et non nul, il existe un entier p non nul tel que n = 2p.

Or pour tous entiers naturels A, B et p, AP — B? = (A — B)(AP™1 + AP™2B + ---+ ABP~2 4+ BP~1)
Doncsi A = a? et B = b?, I'égalité précédente donne :

a® — p" = (aZ _ bZ)(an—Z + an—4b2 Foot azbn—4 + bn—Z)

Or a + b divise a®? — b? donc a + b divise a™ — b™.

Comme 2a™ = (a™ — b™) + (a™ + b™), et, par hypothése, a + b divise a™ + b™, a + b divise 2a™.
De méme, comme 2b™ = —(a™ — b™) + (a™ + b™), a + b divise 2b™.

Or a et b sont premiers entre entre eux donc a™ et b™ le sont aussi et pgcd(2a™,2b™) = 2.

On en déduit que a + b divise 2. Comme a et b sont des entiers naturels non nuls,a = b = 1.

Exercice 2
Soit k un entier naturel impair.
Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, lasomme 1 4 2 4 -+ 4+ n divise la somme 1% 4 2k 4 ... 4 nk,

Pour tout entier naturelnonnuln, 1+ 24+ --+n= n(nTH) Le probleme revient donc a montrer que n(n + 1)
divise 2(1% + 2% + - + nk),

Ornetn + 1 sont premiers entre eux (car (n + 1) —n = 1 et d’aprés le théoréme de Bezout).

On peut donc se ramener @ montrer que n divise 2(1% + 2% + - + n*) et n + 1 divise 2(1% + 2% + --- + n%).
Pour tous entiers naturels distincts a, b et k > 1, a¥ — b* = (a — b)(a*™* + a*2b + --- + ab*~? + b*~1) donc
a — b divise a¥ — b*. En remplagant b par —b, on déduit que a + b divise a® — (—b)*.

Donc si k est impair, a + b divise a® + b.

or,2(1* + 2k + 4 n¥) = (1* + n — D*) + (2¥ + (n — %) + -+ ((n — D* + 1¥) + 2n*.

D’aprés ce qui précéde,n = 1+ (n — 1), donc n divise 1¥ + (n — 1)*. De méme n = 2 + (n — 2) d’oli n divise
(Zk +(n-— 2)"), ..., et n divise 2n*. On a donc bien n divise 1% + 2k + ... + nk.

De méme, 2(1% + 2% + .-+ n%) = (1* + n*) + (2K + (n — D*) + -+ ((n — DF + 2%) + (nk + 1¥).

Un raisonnement analogue au précédent conduit a n + 1 divise 1% + 2% + --- + n¥.

Au final, n(n + 1) divise 2(1% + 2% + - + n¥) soit 1 + 2 + --- + n divise 1% + 2% + .-+ + nk,

Exercice 3

1. Déterminer tous les entiers naturels non nuls a et b tels que a* + 4b* soit un nombre premier.

2. Montrer qu’il y a une infinité d’entiers naturels non nuls a tels que, pour tout entier naturel non nuln, ¢ + n*
n’est pas un nombre premier.

1. a* +4b* = a* + 4b* + 4a®b? — 4a?b? = (a® + 2b?)? — 4a?b? = (a? + 2b? — 2ab)(a? + 2b? + 2ab).
Comme a et b sont des entiers naturels non nuls a? + 2b? + 2ab > 5 > 1 donc a* + 4b* est un nombre
premier si, et seulement si, a? + 2b? — 2ab = 1soit (a —b)? + b2 = 1soita—b=1eth=0oua—b =
Oetbh = 1. Comme b est non nul, la seule solutionesta = b = 1.

2. On pose ¢ = 4b* ou b est un entier strictement supérieur a 1. Alors, n* + ¢ = n* + 4b* et, d’aprés la
question précédente, n* + ¢ n’est pas un nombre premier.

Ainsi, pour tout entier b strictement supérieur a 1, sic = 4b*, pour tout entier naturel non nul n, n* + ¢ n’est
pas un nombre premier.

Exercice 4
Montrer que pour tous les entiers m et n tels que m > n > 0, on appcm(m,n) + ppcm(m+ 1,n+ 1) > \/Zrzl__nn

Comme m > n, m — n = k est un entier naturel non nul.
De plus, pour tous entiers naturels non nuls a et b, ab = pgcd(a, b) X ppcm(a, b).



mn (m+1)(n+1)
pgcd(mmn) pgcd(m+1in+1)

Donc ppcm(m,n) + ppcm(m+1,n+1) =
or(m+1(n+1)>mnetm=n+k

1 1
donc ppecm(m,n) + ppcm(m+ 1,n+ 1) > mn (pgcd(mk’n) + aed IR LATD) )

D’autre part, pgcd(n + k,n) = pgcd(k,n) car si un entier divise les entiers k et n, alors il divise k + n et n et s'il
divise k + netnalorsil divisek = k +n —netn.

1 1
Donc, ppcm(m,n) + ppcm(m+ 1,n+ 1) = mn (pgcd(k'n) + pgcd(k,n+1))'

Or, pour tous réels x et y strictement positifs, xzi > ./xy (moyenne arithmétique et moyenne géométrique).

1 11 1 /1
= - [ Jp— - > —
Donc, en posant x aety b,a+b =2 s

1
gecd(kn)xpgced(k,n+1)

2
soit ppcm(m,n) + ppcm(m+1,n+1) = Jpgcd(k, n):;:;cd(k n+1)

Or, pgcd(k,n) et pged(k,n + 1) divisent k donc ces deux entiers n’ont pas de facteur commun car sinon n et
n + 1 auraient aussi un facteur commun. Donc pgcd(k,n) X pgcd(k, n + 1) divise k.

En particulier, 0 < pgcd(k,n) X pgcd(k,n + 1) < k donc

doncppem(m,n) + ppcm(m+1,n+1) > Zmn\/

> 1L
\/pgcd(k,n)xpgcd(k,n+1) vk
D’ou ppcm(m,n) + ppcm(m+1,n+1) > W = soit ppcm(m,n) + ppem(m + 1,n 4+ 1) >

2mn

m-n’

Exercice 5
Déterminer les nombres premiers p tels que p? + 11 posséde exactement 6 diviseurs distincts dans N.

Si p # 3, il existe un entier ktel que p =3k —1oup=3k+1. Alors (p —1)(p+ 1) = 3k —2)(3k) ou
(p — D(p + 1) = 3k(3k + 2) et dans les deux cas 3 divise p?> — 1 donc 3 divise p? — 1 + 12 = p? + 11.

Si p # 2, comme p est un nombre premier, p est impair donc il existe un entier k tel que p = 2k + 1. Alors
(p—D(p+1) =2k(2k + 2) = 4k(k + 1) et 4 divise p?> — 1 donc 4 divise p? — 1 + 12 = p? + 11.

Sip # 3 et p # 2, alors, comme 3 et 4 sont premiers entre eux, 12 divise pz 4+ 11. Or 12 admet exactement 6
diviseurs: 1,2, 3,4,6,12. Commep > 1, p2 + 11 > 12 etdonc p2 + 11 admet plus de 6 diviseurs.

Sip =2, p2 + 11 = 15. Or 15 admet exactement 4 diviseurs : 1, 3, 5, 15.

Sip =3, p2 + 11 = 20. Or 20 admet exactement 6 diviseurs : 1, 2, 4, 5, 10, 20.

La seule solution est donc 3.

Exercice 6
Soit p et g deux nombres premiers distincts. Montrer qu’il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que la
moyenne arithmétique de tous les diviseurs de I'entier n = p®q® est un nombre entier.

Les diviseurs de I'entier n sont les nombres qui s’écrivent p€q% ou 0 < c < aet 0 < d < b. La somme de tous
ces diviseurs s’obtient en développant le produit : (1 + p + p% + - + p“)(l +q+q*+-+ qb).
Le nombre de diviseurs de p®q? est (a + 1)(b + 1).
(1+p+p2%+-+p®*)(1+q+q?+- +qb)
(a+1)(b+1)
p et g sont deux nombres premiers distincts donc soit I'un des deux vaut 2 et I'autre est impair soit les deux sont

impairs. Le probleme étant symétrique en p et g. On ne considére donc que deux cas :

e Sip = 2 et g estimpair. Il existe un entier k tel que g = 2k + 1 et si on pose b = q alors
1+q+q¢*+-+q°=14+q+q*+ >+ -+ q* + g%+

Soitl+q+q*++q’ =1+ +¢?QA+Q++q¢*A+q) =+ +qg*+ -+ ¢%")

= 24 ... a~ o A+ +q%++q%F)
AlorsM =(1+2+2°+---+2%x qEvSIere

Sionposedeplusa =q%+ -+ q*alorsM = (142 + 22+ -+ 2%) x

Soit M = (14 2 + 2% + -+ 2%) donc M est un entier.
e Sip et g sonttous les deux impairs il existe deux entiers k et [ telsquep = 2k + 1etq =21 + 1.

La moyenne cherchée est donc M =

(1+q)(1+q*+-+q%*F)
(1+b)(1+a)




Comme précédemment, sin on pose a = p et b = g, alors

1+p+p?+-+p*=1+p+p?+-+p* 1 =Q+p)(1+p*+-+p*)=Q+a)(1 +p? + - +p%¥)
1+q+¢*++q°=14+q+¢*++¢*"" =0+ 1+ ¢*++¢**)=Q+b)(1 + ¢* + -+ ¢*¥)
DoncM = (1+p? + -+ p*)(1+ g% + -+ q**) d’ou M est un entier.

Exercice 7

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la somme S des carrés de deux entiers naturels
m et n soit un multiple de 11.

2. Trouver un carré parfait de 4 chiffres qui, « retourné », donne aussi un carré parfait.

1. On remarque déja que 11 étant un nombre premier, si 11 divise un carré parfait n?, alors 11 divise n.
(théoréme de Gauss).
Si chacun des carrés de la somme est un multiple de 11, alors la somme est un multiple de 11.
Si la somme est un multiple de 11 et un des carrés est un multiple de 11, I'autre I'est aussi.
Si m et n ne sont pas divisibles par 11 et les restes r et r’ de leur division euclidienne appartiennent a
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Comme (11q +7)? = 121q% + 22qr + 12, les carrés de m et n sont respectivement congrus a r2et r'?
modulo 11. On peut facilement vérifier que r2et r'? sont eux-mémes congrus a 1, 3, 4, 5 ou 9 modulo 11. En
ajoutant deux quelconques de ces nombres, on ne peut obtenir 11 donc la somme S ne peut étre un multiple
de 11.

2. On montre déja que la somme d’un entier ayant un nombre pair de chiffres et de son « retourné » est un

multiple de 11. En effet, soit N = 102**1a,, ., + 10%%ay, + -+ 10a; + ag et N’ = 10%¢*1qy + 10%%q, +
+10azx + azp41

alors N + N' = (102¥*1 + 1)ayy,q + (102 + 10)ag, + - + (10X + 107 ) a, + -+ + (1 + 102K+ )q,
soit N+ N’ = (102%*1 + 1)aypyq + 10(10%%71 + 1)ayy + -+ + 10571 (10 + Day + - + (1 + 102K+1)q,,.
Montrons par récurrence que pour tout entier n, 102"*1 + 1 est un multiple de 11.

Pourn =0,102"*1 + 1 =10+ 1 = 11 qui est bien un multiple de 11.

Si pour un entier n, 102™*1 4+ 1 est un multiple de 11, alors il existe un entier p tel que 102"t + 1 = 11p
soit 102"t = 11p — 1

D'ot 102(+D+1 4 1 = 10@n+D+2 4 1 = 100(11p — 1) +1 =11 x 100p — 100 + 1 = 11(100p — 9) et
donc 102+ D+1 4 1 est bien un multiple de 11.

On en déduit que N + N’ est un multiple de 11.

En s’appuyant sur ce résultat, la somme du carré parfait cherché N = a? et du nombre N’ = b? obtenu en le
« retournant » est divisible par 11. D’apres le 1., a et b doivent étre des multiples de 11.

D’autre part le chiffre des unités du carré parfait N ne peut étre que 0, 1, 4, 5, 6 ou 9 (on regarde tous les cas
de chiffre des unités de N). Pour que N’ soit aussi un carré parfait, son chiffre des unités doit aussi étre 0, 1,
4,5, 6 ou9 et donc le chiffre de milliers de N doit étre 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.

Le chiffre 0 est exclu comme chiffre des unités de N’ car le chiffre des milliers de N doit étre non nul.

Le chiffre 5 est exclu car §'il est le chiffre des milliers de N, il est aussi celui des unités de N’ et donc de b. Il
existe alors un entier ¢ compris entre 0 et 9 tel que b = 10c + 5 et alors, comme (10c + 5)? = 25 modulo
100, N' aurait pour chiffre des unités 5 et pour chiffre des dizaines 2 et donc N = 52 — — soit N compris
entre 5 200 et 5 300 donc a compris strictement entre 72 et 73, ce qui est impossible pour un entier.

On a donc N compris entre 1 000 et 2 000 ou entre 4 000 et 5 000 ou entre 6 000 et 7 000 ou 9 000 et 10 000
soit a compris entre 31 et 45 ou entre 63 et 71 ou entre 77 et 84 ou entre 94 et 100.

Comme a doit de plus étre un multiple de 11, a appartient a I'ensemble {33,44,66,77,99}.

On vérifie que les seules valeurs qui conviennent sont N = 332 = 1 089 et N = 992 = 9 801.



Suites numériques

Exercice 1
. . e . 1
Soit (u,) la suite définie sur N*par u; = 2 et, pour toutentiern > 1, u,,1 =1 — — Calculer uy g23-

n

1 1 u 1
:1_ 1:1_ n_ _
1

Un

un—l__ Uun—1

Pour tout entiern = 1, u,,, =1 —
Un+1

1

Doncu,z3 =1— =1- (u, — 1) = u,. La suite (u,) est donc périodique, de période 3.

Un+2

Comme 2023 =3X674+1,uy933 =u; = 2.

Exercice 2

Soit (u,,) une suite de nombres réels strictement positifs et telle que, pour tout entiern > 1 :
udud+ o+ ud = (U tuy ot uy)

Montrer que, pour tout entiern = 1, u,, = n.

Montrons le résultat par récurrence.

Pourn = 1, u$ = u? ’écritu?(u, — 1) = 0 soit puisque u; > 0, u; = 1.

Si pour tout entier 1 <k <n, up =k alors ud +ud +-+ud+ud, ;= +uy + -+ uy + uppq)?
sécrit 13+ 23+ 4+nd3+ud,, =1 +2+ - +n+uy)?

Soit 13423+ +nd+ud =1 +24++n)2+2(1+2+ -+ MUpps +ul ;.

Or, d’aprés I'hypothése de récurrence, 13 + 23+ -+ n®=(14+2+ - +n)? doncud,, =2(1+2+

o WUy + UG

Soitud,; = n(m+ Duyyq + u2, ;. Comme u,,q > 0, en particulier u, 4 # 0doncu?,; = n(n+ 1) + upyq.
L’équation du second degré x> — x —n(n + 1) = 0 a pour solutions —n et n + 1. Comme la suite est a termes
strictement positifs, on ne retient que la solution n + 1. On a donc bien u, 4 =n + 1.

Conclusion : pour tout entiern > 1, u,, = n.

Exercice 3
Soit n un entier strictement positif, k un entier tel que 2 < k < n et k entiers strictement positifs deux a deux
distincts a4, a,, ...,, a; appartenant a I'ensemble {1,2, ..., n} tels que, pour tout entier i, 1 < i < k — 1, n divise

a;i(ai41 — 1)
Montrer que n ne divise pas a,(a; — 1).

n divise a;(a;4; — 1) s’écrit aussi a; = a;a;41 (modulo n)

On a donc, en utilisant les propriétés des congruences, a; = a1a, = a,a,03 = ** = a1Q, ... a; (modulo n).

Si n divise ay(a; — 1), alors a; = aipa; (modulo n) et, comme précédemment

ay = apaq = a0, = axa,0,03 = -+ = 01403 ... Ag—1 (Modulo n).

On a donc alors a; = a; (modulo n). Or a, et a; appartiennent a {1,2,...,n}, donc a; = a, ce qui contredit
I’hypothése deux a deux distincts.

Exercice 4
Soit (x,,) une suite de réels strictement positifs telle que x, = 1 et, pour tout entiern = 0, x,,1 < X,,.

2 2 2
1. Montrer qu’il existe un entiern = 0 tel que i—" + i—l + -+ % = 3,999.
. xz  x? ! xz_i "
2. Trouver une telle suite telle que = + = 4 .-+ + = < 4,
X1 X2 Xn

1. Pourtoutentierk, 0 <k <n-—1, (xx — 2Xp41)? = X2 — 4x X1 + 4x2,, d’0U, puisqu’un carré est

2
ey X
positif ou nul, =% > 4(x;, — xg41)-
Xk+1



2 2 2
On en déduit quex—° +x—1 + - +b >4(xg —x1 +x1 — xz + ot Xy — Xy Xl — Xp)

xn

50|t + + o

n1>4(x0—xn) Orxo—ldonc + + +x”1>4(1—xn)

La swte (xn) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. Soit [ sa limite finie. On sait que [ > 0.

. g . 1
Sil = 0, alors il existe un entier n tel que Xp < 000"
1 A
AIorsl—xn21——d’ou—+ . +""1>3999
4000 Xy Xn

. (14 - s . 4
Sil > 0, tout élément de la suite (décroissante) est superleur ou égal al et pour tout entiern > T

X1X2

2 2 2
Dp T T > T TR g TR o 2 + + +x”1>x0+x1+ 4 Xp_q =1l >4,

X1 X2 Xn X1 ) X2 Xn Xn
2. |l suffit de poser x,, = o Alors, pour tout entier n et pour tout entierk, 0 <k <n—1,

xi 2kl
xk+1 - 22k - 2k—1'
1
= 1
Et + + - T =2+—25 =2+2( )=4-o5
2
Doy 4 Fim <y
X1 X2 Xn
Exercice 5
. . 1
Soit (U, )1 telle que, pour tous entiersm = 1etn = 1, |uy, + Uy — Upyn| < —

Montrer que (u,),>1 €st une suite arithmétique.

D’apres I’hypothese on a aussi, pour tous entiersm > letn > 1,

mlen et [upm + Unyr — Ungnsal < il

Comme (um+1 +u, — um+1+n) - (um +Upyr — um+n+1) = (um+1 - um) - (un+1 - un)

On en déduit que :

|(um+1 - um) - (un+1 - un)l < Ium+1 +u, — um+1+n| + Ium +Upyq — um+n+1| <

Pour tout entier k = 1, on peut ainsi écrire :

|(Ums1 = Um) — W1 — Ul < [Uma1 — Um) — Wgpr — W) + (Upg1 — Ur) — (U1 — Up)l

D’ou I(um+1 - um) - (un+1 - un)l < |(um+1 - um) - (uk+1 - uk)l + |(uk+1 - uk) - (un+1 - un)l
\ . 2

D’ol, pour tout entier k > 1, |(Upy1 — Um) — (Upy1 — Up)| < 2 X P

[Um41 + Un — Umi14n] <

2 2

m+1+n n’

Ceci n’est possible que si |(Upms1 — Um) — (Unse1 — Up)| = 0 sOit Uppq — U = Upy1 — Uy, €t ceci pour
tous entiersm > 1 etn > 1, ce qui signifie que la suite (u,,),>1 €st une suite arithmétique.

Exercice 6

Soit (x,,) et (y,) les suites définies par:

1 1 .
X1 =5 Y1 =5 et pourtoutentiern > 1, x,,1 = X, + xZety 1 =y, + V2.

Existe-t-il des entiers naturels non nuls n et m tels que x,, = y,,, ?

On peut déja démontrer par récurrence que les suites (x,,) et (y;,) sont a termes positifs.
On calcule les valeurs exactes ou des valeurs approchées des premiers termes des deux suites :
x===01 x, =011  x3 =0,1221 x4 ~ 0,1370

v, = 0,125 y, = 0,140625 y; = 0,1604 v, = 0,1861

On constate que x3 < y; < X4.

On va montrer par récurrence que, pour tout entiern = 1, X415 < ¥, < Xpq3- (1)

C’est vrai pourn = 1.

Si c’est vrai pour un entier n, montrons que X;,13 < Vpi1 < Xn44-

Comme 0 < Xpyp < Vp < Xpy3,0na X240, < Y2 < x2.3. (2)

En ajoutant membre a membre (1) et (2), on obtient x, 13 < V41 < Xn4a-

On a donc bien, pour tout entiern > 1, x,,12 < ¥, < Xp43-



Tout terme de la suite (y;,,) est donc compris strictement entre deux termes consécutifs de la suite (x,,). Il est
donc impossible de trouver deux entiers naturels non nuls n et m tels que x,, = ;.

Exercice 7
Soit (x,,) la suite définie par x; = 1 et, pour tout entier k > 1, x5, = —xj, et X5_1 = (—1)*1x,,.
Montrer que, pour tout entiern = 1, x; + x, + -+ x, = 0.

L'idée est alors de raisonner par récurrence en posant, pour tout entier n, S;, = x; + x5 + =+ + xp,.
Onadéjax; =1,x, = —1,%3 = X551 = (—=1)3x, = 1 et x, = —x, = 1 donc on peut vérifier que S; > 0,
5,20,5;=0,5,=0.

De plus, pour tout entierk > 1,ona:

Xag—3 = Xo(2k-1)-1 = (—1)* X 1 = Xop1 €t Xapop = —Xpp—1 dONC Xgpe_3 + Xgp— = 0 (*¥)

Xag—1 = Xo(2n)-1 = (1) oy = —xpp = Xy et Xy = —Xpp = xp dONC Xgpe_g + Xy = 2%y

Dong, si pour un entier p = 1, on a pour tout entier k < 4p, S = 0, alors montrons que pour tout entier

k <4(p+1),Sk = 0, ce quirevient a prouver que Sy14 = 0,543 = 0,54p42 = 0 et Sy, = 0.

k= k=
o Sy = Zk=f((x4k—3 + Xg4p—2) + (X451 + x4k)) = Zkﬁ 2% = 28y etdonc Sypyq = 25541.
Commep + 1 <4p, Sp11 = 0donc Sypy4 = 0.
®  Sipi2 = Sap + Xaps1 + Xaps2- Or Xypy1 + Xapyo = Xape1)-3 + Xap+1)—2 = 0 d’apres le calcul (*) fait

plus haut, donc Sy4, = S4p et donc Sy, = 0.
— — — 2p+3 — — — —
®  Sip+3 = Saprz + Xapis- OF Xypi3 = Xozps2)-1 = (F )P X0p40 = —Xopy2 = Xpy1 € Xappa = —Xgpi2 =
Xap+3tXap+a _ Sap+a—Sap+2 d Sap+a—Sap+2 __ Sap+atSap+2

— — ’ N =
Xpr1 dONC Xgpi3 = Xgpiq = > = 5 OU Syp+3 = Sap+2 t > = Z t

donc Syp43 = 0.

e Sip estimpair, alors, comme Sy 1 = S4p + Xap11 = 28y + Xyp41, €S, est la somme d’un nombre impair
de termes valant +1 et donc tous congrus a 1 modulo 2, par somme des p termes de S,,, S;, = p modulo 2.
Par conséquent S, est impair. De plus S, est positif donc S, = 1 donc 25, = 2 d’ou S, = 2 et, puisque
Xapr1 = 11, Sap +X4p41 =1 2 0s0itSypyq = 0.
Si p est pair, alors, comme
Xap+1 = X2(p+1)-1 = (_1)p+2x2p+1 = Xop+1 = X2(p+1)-1 = (_1)p+2xp+1 = Xp+1,
Sap+1 = Sap + Xapy1 = 285 + Xpyp1 = Sp + Spiq et donc Syppp1 = 0.

On en déduit bien que pour tout entiern > 1, x; + x, + -+ x, = 0.

Exercice 8
Montrer que pour toute paire d’entiers strictement positifs k et n, il existe k entiers strictement positifs (non
nécessairement distincts) my, my, ..., my tels que :

1+%=(1+mi1)(1+miz)...(1+mik).

Onva raisonner par récurrence sur I’'entier k (qui correspond au nombre de facteurs dans le produit) et démontrer
I'affirmation P(k) : pour tout un entier k et pour tout entier n, il existe k entiers strictement positifs (non

k_
nécessairement distincts) m{, my, ..., my, tels que 1 + Gt (1 + i) (1 + i) (1 + i)
n mq my mg

Pour k = 1, on pose my = n et P(1) est vraie.

Si, pour un entier k, P(k) est vraie c’est-a-dire : pour tout entier n, il existe k entiers strictement positifs (non
, . L 2k—1 1 1 1
nécessairement distincts) my, my, ..., my telsque 1 + — = (1 =+ —) (1 =+ —) (1 + —)

n mq m, my
et on cherche si, pour tout entier n, il existe des entiers my, m,, ..., my, my41 tels que

1+ 2k+nl‘1 = (1 + mil) (1 + miz) (1 + mik) (1 + m;l).

2k+1_1  papktl g . . 1 2k—1 .
Orl+ = — On cherche donc a transformer cette expression en (1 + Z) (1 + T) pour pouvoir

appliquer I’hypotheése de récurrence sur k.
e Sinestimpair,on posea = n.



k+1
n+2 -1
7 _ n+2kt1-1  ny142kt12 2k+1_p

o =1+
141 n+1 n+1 n+1
n

2k+1_o

Or n + 1 est pair donc il existe un entier n’ tel que n + 1 = 2n’ et alors 1 +
I’'hypothése de récurrence, il existe k entiers strictement positifs tels que

(1 +mi)(1+mi) (1 +mi) —1+2=
1 2 k ns
D'ou 1+ Al (1 + mil) (1 + miz) (1 + mLk) (1 + %) et, en posant my.q1 = n, P(k + 1) est vraie.

n
nt2ktl_q
e Sin est pair, alors T
n+zkF1 oy
Or, comme n est pair,n’ = gest un entier donc, on peut appliquer I’hypothése de récurrence et il existe k entiers
2k—1
nr

2k—1 ;.
=1+ — donc, d’apres

_ (n+2kt1i-1)  pa2ktlp  pypktlp 1+ 2k+ip 14 2k—1
- n n2ktlo1 n - n %

strictement positifs tels que (1 + mil) (1 + miz) (1 + mik) =1+
D'ou 1+ 2k+;_1 = (1 + mil) (1 + miz) (1 + mik) (1 +
Au final, pour tout entier k, P(k) est vraie.

) oUmMyy, = n+ 2k -2,
Mpk+1



Fonctions — Equations et inéquations

Exercice 1
Déterminer tous les triplets (x, y, z)de réels strictement compris entre 0 et 1 et vérifiant :

(+ =)0+ r2-)-(-2)(-2)0-2) o

On commence par étudier le signe de chacun des facteurs des produits.
Soit f la fonction définie sur ]0,1[ par f(x) = x + % — 1. f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x € ]0,1[,

ffx)=1-— 2’2(;1 = (ﬁx_l)(ﬁxﬂ) et f'(x) a le signe de (\/Ex - 1). f admet donc f(\/%) comme
minimum sur]O,l[. Orf(iz) £+\/——— 1=+2-1 etf( )> 0 donc, pour tout x € ]0,1], x+%— 1 et

tous les facteurs du membre de gauche de I’égalité (1) sont strictement positifs.
Le membre de droite est donc aussi positif, ce qui signifie que soit tous les facteurs sont positifs, soit deux facteurs
sont négatifs. Montrons que tous les facteurs sont positifs.
, . Xy yz o Xy yz Xy yz
Supposons que deux facteurs sont négatifs, par exemple 1 — - <0et1-— < <0, 50|t7 > 1et < > 1 alors ~ X < >1

soit y2 > 1 ce qui contredit y € ]0,1[. Donc tous les facteurs du membre de droite de (1) sont strictement positifs et
démontrer I’égalité (1) revient a démontrer I'égalité entre les carrés des deux membres.

or (=) ~ (=) (-5) = e G 1) 2 (G ) - (125 )
)2—(1—%}1)(1—%)=x2+1—2x+($—1) —1+ 202 +2) %

Soit (x +i_1)2_(1_w)(1_z)=(5_1)%%@2“ —2y2)
) ) =

x—l)z+%(}’—z)2d'00(x+%—1)2 (1—ﬂ)(1—7)_0
Soit(x+§—1) 2(1—"7)(1—%)20
y 1

Onfaitlemémetravailavec( +$— )2—(1—§)(1—%)et(z+i—1)2—(1—7)(1—§)
d'oU(y+$—1)22(1—¥) 1—xy)20et(z+$—1)2 (1—7)(1—§)>0

Par produit, (x+i—1)2(y+$—1)2(z+%—1)2 >(1—%) (1—%) (1—%)2

SlonposeA—x+——1 B= y+i—1 C—z+——1 D_1——E_1—EetF_1—§.

xy vz
Do (x+a—1)(Y+z‘ 1)(“2— 1)z (1- z)(1‘7)(1‘7)-
Onavuque A2 >DF >0,B?>ED >0 et C2 > EF > 0. Le produit A2B2C? ne pourra étre égal au produit
DFEDEF que si chaque inégalité est une égalité.

, ep s . 1 2 X 2 _ 1 2 y 2 _

Avec égalité si, et seulement si, (Z_l) +;(y—z) =0, (5—1) +Z(z—x) =0
Y T 2 =0 soit L1205 (y—2)2=0 L1120 L(z—x)2=0 L_1=
et (22 1) +xy(x y)* =0 soit —~ 1—0,yz(y z)* =0, > 1=0, Zx(z x)* =0, = 1=0 et
xz—y(x—y)2=050itx=y=z=l.

2

Exercice 2
Pour tout réel x, on appelle partie entiere de x qu’on note E(x) le plus grand entier inférieur ou égal a x.
Déterminer toutes les fonctions numériques f définies sur R telles que :

pour tous réelsx et y, f(E(x)y) = f()E(f(y)). (1)

On remarque déja que si on pose x = 0, alors comme E(0) = 0, d’aprés I'équation fonctionnelle (1), pour tout
y, f(0xy)=FfOEF ) soit f(0)(1—E((y))=0 cestadire [E(f(y)) =1 pour tout réel y] ou
[f(0) =0].

e E(f(y)) = 1pourtoutréel yalorsenposantx =1, alors E(x) = 1et f(E(x)y) = f(x)E(f(y)) s’écrit



f(y) = f(1) x1=f(1). Comme cette égalité doit étre vérifiée pour tout réel y, la fonction f est constante
prenant une valeur ¢ telle que E(c) = 1 c’est-a-dire ¢ € [1,2].
e Sif(0) =0, alors pour tout x € [0,1] et pour tout réel y, 0 = f(0) = f(x)E(f(y))
o Sipourtoutréel y, E(f(y)) = 0, alors pour x = 1, (1) donne f(y) = f(1) X 0 = 0. La fonction f est alors
la fonction constante nulle.

o Sinon, il existe un réel y, tel que E(f(yo)) # 0, alors pour tout x € [0,1[, 0 = fF(X)E(f (¥y))

donc f(x) = 0.

Soit alors z un réel quelconque, il existe un réel x € [0,1[ et unréel y tel que z = yE(x) .

Eneffet,sin = E(z),alorsn <z<n+1ldoun+1<z+1<n+2etn—-1<z-1<n

Donc E(z+1)=n+1letE(z—-1)=n-1.

. z . zZ zZ _
Alorssiz>0,commez<n+1,n+1>0 anrsOSm<1 50|tosm<1doncf(E(z+1))—O

V4

E(z+1) - E(x)
n

Siz<0,commen—1£z,n—1<Oanrsl>E2ﬁ>Osoit1>

Onposedonc x =z+ lety =

z
E(z—1)

z
> 0 donc f (E(z—l)) =0.
Onposedoncx =z—1lety = E(ZZ—l) - E(ZX)'

Dans les deux cas, (1) donne f(z) = f(x)E(f(y)) = f(x)E(f(y)) =f(x)x0=0.
Au final, les fonctions solutions du probléme sont les fonctions constantes prenant soit la valeur 0 soit une valeur
c €[1,2].

Exercice 3
Soit f une fonction numérique définie sur R et telle que :

pour tousréelsx ety, f(x +y) < yf(x) + f(f (x)).
Montrer que pour tout réel x < 0, f(x) = 0.

On commence par transformer cette inégalité a I'aide d’'un changement de variables. La condition donnée
équivaut en effet a : pour tous réels x et z, f(z) < (z — x)f (x) + f(f (x)) et on note I(x, z) cette inégalité.
Pour x fixé, avoir I(x, z) pour tout réel z traduit le fait que la fonction f est majorée par une fonction affine, la
fonction g : z = f(x)z + (F(f (X)) — xf (x)).
On cherche maintenant une minoration de la fonction f.
Or 1(0, f (x)) s'écrit f(f(x)) < f(x)f(0) + f(f(0))
dou f(z) < (z—0)f () +f(F(x) = z—-x0)f(x)+ f)f(0) + f(£(0))
soit f(z) < (z—x + £(0))f () + f(f(0)).
Pour z = f(0) cette inégalité s’écrit £(f(0)) < (2f(0) — x)f (x) + f(f(0)) d'ou:
six <2f(0), f(x) =0. (1)

De méme, d'apres (1), si z < 2f(0) alors f(z) = 0 et I(x,z) permet d’écrire 0 < (z — x)f(x) + f(f(x)) soit
0 < g(2). Une fonction affine z = az + b d’abord positive puis négative est telle que a < 0 donciici :

f(x) <0, et ceci pour tout réel x. (2)
De (1) et (2), on tire : six < 2f(0), f(x) = 0. (*)
Montrons que f(0) = 0. I(x, x) s’écrit f(x) < 0f (x) + f(f(x)) soit f(x) < f(f(x)). (3)
Six < 2£(0), f(x) = 0etdonc f(f(x)) = f(0). De (3), on déduit alors 0 < £(0). Or, d’apres (2), f(0) < 0 donc
f(0) = 0 et, d’apres (*), pour tout réel x < 0, f(x) = 0.

Exercice 4

Soit fune fonction numérique définie et continue sur I'intervalle [0,1] telle que f(0) = f(1) = 0 et, pour tout
. 7 3

réel x € [0, 2], f (x +3) # f(x).

1. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins sept solutions dans I'intervalle [0, l].

10
2. Donner un exemple de telle fonction.



1. Lafonctionx = x + % est affine et donc continue sur [0,1—70] et prend ses valeurs sur [%, 1] . La fonction f
est continue sur [0,1] donc sur [%, 1]. Par composition la fonction x = f (x + 13—0) sur [0, %]

Soit g la fonction définie sur [0,%] parg(x) = f (x + %) — f(x). La fonction g est continue sur [O,%].

Comme de plus, pour tout réel x € [O, 1—70], f (x + %) # f(x) soit g(x) # 0, la fonction g a un signe constant sur

[0, %] (théoréme des valeurs intermédiaires).

Quitte a changer g en —g, on supoose que pour tout réel x € [0,%], g(x) > 0.
Onaalors:

g(O)>Osoitf(%)—f(0)>Osoitf(f—0)>0carf(0)=0
9(35) > 0soitf (35) =1 (55) > 050t (55) > £ (55)
9(55) > 0soit (55) = £ (55) > 0501t (55) > £ (55)

o (2)>1(5)> £ (>0

Der7neme . 7 . 7 .
g(ﬁ) > Osmtf(l)—f(ﬁ) >0$0|tf(ﬁ) <0Ocarf(1)=0
9(55) > 0soitf (55) = £ (55) > 001t (55) < £ (55)
9(55) > 0soit £ (55) = £ (55) > 001t £ (55) < £ (55)

Pt f(l—t)<f(%)<f(%)<0-

u final :
f()<0<r(5) () <o<r(@) () <o<r(@) @) <o<riG)ers(s) <0< r(H)

Le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que la fonction f s’annule sur chacun des cing

. 1 3[ 13 4[ 14 6[16 7[ 17 9 : ,
intervalles ]ﬁ’ﬁ[’]ﬁ’ﬁ ’]E’E ’]E’E ’]E’E[' Comme de plus f(0) = f(1) = 0, la fonction f s’annule
bien au moins sept fois sur [0,1].

2. Unexemple de telle fonction est celui de la fonction représentée ci-dessous.
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Exercice 5
Déterminer tous les nombres réels p pour lesquels I'équation
3=2p(p+ Dx?+(p*+4p3 - Dx-3p3=0
admet trois racines réelles distinctes et qui sont les longueurs des c6tés d’un triangle rectangle.

Soit a, b, c les trois racines tellesque 0 < a < b < cetsoit P(x) = x> — 2p(p + Dx? + (p* + 4p> — 1)x — 3p3.
Alors, P(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢) d’ol, en développant et en identifiant les deux expressions du méme
polynéme :

a+b+c=2p(p+1) ab + bc + ca = p* + 4p3 — 1 et abc = 3p3.

On a de plus a? + b? = c? puisque c est la plus grande longueur des cotés d’un triangle rectangle, a et b étant
les deux autres longueurs. On en tire

2c2=a’+b*+c?=(a+b+c)>—2(ab+bc+ca) = (2p(p+1))2—2(p4+4p3—1 )

soit, en développant, 2c? = 2(p? + 1)2. Commec > 0,c = p? + 1.

On en déduit

a+b=2p(p+1)—P*+1)=p*+2p—-1

Etab=p*+4p3> —1 —(a+b)c=p*+4p> —1—(p?+2p—1)(P? +1) = 2p® - 2p.

a et b sont donc les solutions de I'équation du second degré x> — (p?2+2p—1) + 2p3 —2p =0 dont le
discriminantest A= (p?2+2p—1)2—4Q2p3 —2p) =p* —4p3 + 2p? +4p+1

On cherche a écrire ce discriminant comme un carré ce qui revient a chercher s’il existe deux réels u et v tels que
p* —4p3 +2p% +4p+ 1 = (p? + up + v)2.

Soit p* — 4p3 + 2p% + 4p + 1 = p* + 2up® + (W? + 2v)p? + 2uvp + V2.

2u=—4
. e . ur+2v=2 o, . . , )
On se rameéne ainsi a résoudre le systéme oy = 4 La premiére équation puis la troisitme équation
vi=1

donnent u = —2 et v = —1 et ces valeurs vérifient les deux autres équations.



DoncA = (p? —2p —1)? et les nombres a et b correspondent aux solutions
(@*+2p-1)-@*—2p—1)) =2pet -(P*+2p— 1)+ P> —2p—1) ) =p* — 1.

Comme a et b sont des longueurs on doit avoirp > 0 et p? — 1 > 0 soitp > 1.

Il reste a traiter la condition abc = 3p3 qui s’écrit 2p X (p? — 1) X (p? +1) = 3p3

Soit, puisque p = 0, 2(p* — 1) = 3p? soit 2p* — 3p2 —2 = 0.

Les solutions de I'équation bicarrée 2X? —3X — 2 = 0 sont —% et 2. On ne garde que la solution positive 2 et

commep > 1> 0, p? = 2 donne p = v/2 (qui est bien supérieur a 1).
Au final, le seul nombre p qui convient est p = /2.

Exercice 6

Soit x, y, z des réels strictement positifs et deux a deux distincts.
1 1 4

(x-y)? + -2)?%  (z-0)? ~ xy+yz+zx’

Montrer que

On commence par montrer que pour tous réels a, b strictement positifs et distincts,

1 + 1 1 4
(a=b)2 a2 b2 T ab’
1 1 1 4 1

1,14 _ 1 232 C\2(2ah2

wo T2t o= e (a?b? + (a — b)?(a*+b* — 4ab))
L L i__ 22 _ 2
a T @ + a le signe de (a b? + (a — b)?(a®+b 4ab))
Or a?b? + (a — b)? (a +b? — 4ab) = a?b? + (a?+b? — 2ab)(a?+b? — 4ab)
Soit a?b? + (a — b)?(a®?+b? — 4ab) = a?b? + (a®>+b?)? — 6ab(a’+b?) + 8a?b?
Soit a’b? + (a — b)?(a?+b? — 4ab) = (a®+b?)? — 2 x 3ab(a?+b?) + 9a?b?
C'est-a-dire a?bh? + (a —b)?(a?+b? — 4ab) = (a +b? — 3ab)?
1,1 4 1.1 _ 4

On en déduit que o5 b)Z tat—520 50|t( b)z totm2
Comme x, y, z jouent des roles symétriques, on peut supposer queld<x<y<z

Alors, on peut poser a = y —xetbh =z — x.0naa,b strictement positifs et distincts
1 1,1 1 1 1 4

et et 5Ot oo Y o 2 5

Or (xy + yz + zx) — (y—x)(z—x) =2xy+2xz—x?>=xQ2y +2z—x)et,comme0 <x <y<z

. _ _ 4
xRy +2z—x)>0dol(xy+yz+2zx) > (y—x)(z—x) > 0donc prvrRwe Ny v Yo
1 1 4

(x=»)?  -2)?  (z-=x)? T xy+yzt+z

Donc

On a donc bien

Exercice 7
Déterminer toutes les fonctions de N* dans N* telle que pour tous entiersm = 1etn > 1

fUm) + f(n)) =m+n.

Montrons que la fonction f est injective, c’est-a-dire que deux entiers distincts ont des images distinctes par f.
En effet, si f(m) = f(n) =k, alors f(2k) = f(f(m) +f(n)) =m+netf(2k) = f(Zf(n)) =2n

doncm =n.

Soit k > 1 un entier, montrons que f(k) — f(k—1) = f(2) — f(D) soit f(k) + f(1) = f(k—1) + f(2).
k—14+2=k+1donc f(f(k -1 +f(2)) =k+1= f(f(k) +f(1)). Comme f est injective, on en déduit
qu'onabien f(k) + f(1) = f(k—1) + f(2).

On peut alors écrire, pour tout entiern > 1 :

f—fM=fM)—fr—D+-+f2)~f(1) =n-D(f2) - f(D)

Soit f(n) = f(1) + (n — D(f(2) — fF(D)).

Montrons que f(1) = 1.

En choisissant n = 2f (1), on obtient d'une part f(2f(1)) = f(f(l) + f(l)) = 2 et, d’autre part,

fEf) = 2fM) - D(f(@ - D)+ £(1) donc (2f (1) = D(f(2) — (D) =2 = f(1). (*)



2f(1) — 1 est donc un entier qui divise 2 — (1) et donc |2 — f(1)]. En particulier, comme f est a valeurs dans
N*0<2f(1)—-1 < |2—-f(D)I.

Si2 — f(1) = 0 cette inégalité s’écrit 2f (1) — 1 <2 — f(1) soit f(1) < 1.

Si2 — f(1) < 0cetteinégalité s’écrit 2f (1) —1 < -2+ f(1) soit f(1) < —1.

Comme f(1) est un entier naturel non nul, la seule possibilité est f(1) = 1

et donc, d’apres (*), f(2) = sz_({)(i)l +1=2.

Alors, pour toutentiern > 1, f(n) = f(1) + (n— 1)(f(2) —f(l)) =1+ (n—1) X 1soit f(n) =n.




Géomeétrie — Nombres complexes

Exercice 1 - tiré d’'un probléme du concours général 2006

Rappel :
Les bissectrices intérieures d’un triangle ABC sont concourantes en un point I.

Le point | est le centre d’un cercle inscrit dans le triangle et tangent aux cotés
du triangle.

Soit ABC un triangle et h la longueur de la hauteur issue de A. On note I’ le cercle inscrit dans le triangle ABC, |
son centre et r son rayon. On rappelle que | est le point d’intersection des bissectrices intérieures de ABC.
On note Ag (respectivement A¢) la droite passant par B et perpendiculaire a (Bl) (respectivement passant par C
et perpendiculaire a (Cl)).
1. a. SoitJle point d’intersection de Ag et Ac.
Montrer que J est a égale distance des droites (AB), (BC) et (CA).
b. En déduire que J appartient a la droite (Al) et est le centre d’un cercle I tangent aux droites (AB), (BC)
et (CA). Ce cercle I'" est le cercle exinscrit dans I’angle A au triangle ABC.
2. Montrer que les triangles AIC et ABJ sont semblables ainsi que les triangles AIB et AJC.
En déduire que Al X A] = AB X AC.
3. Soit f ’homothétie de centre A qui envoie J sur |. Préciser les images par f du cercle I'’ et de la droite (BC).

L Al h-2r
En déduire que — =
q A] h

1. Onnote]J,,Jg,Jc les projetés orthogonaux respectifs du point J sur les droites (BC), (AC) et (AB).

a. Le point B est centre de symétrie de la figure constituée des droites (AB) et (CB). Les angles ]BJ et JBJ sont
complémentaires d’angles de méme mesure (moitié de la mesure de ABC). Ils ont donc méme mesure.



Les triangles JB]c et JB] 5, qui sont de plus rectangles, sont semblables avec le c6té [JB] commun. Ils sont donc
isométriques. On a doncJJ¢c =]]a.

On démontrerait de méme que JJg =]]a.

Le point J est donc bien a égales distances des droites (AB), (BC) et (CA).

b. Soit )’ le point d’intersection des droites (Al) et Ag. Montrons que J’ est confondu avec J.

Comme (Al) est la bissectrice intérieure de BAC et ) appartient a (Al), alors )’ est a égale distance de (AB) et (AC)
(on le démontre en considérant les triangles rectangles obtenus avec les projetés orthogonaux de J’ sur (AB) et
(AC)). -

De plus, par définition, Ag est la bissectrice extérieure de ABC donc J’, qui appartient a Ag est a égale distance
de (AB) et (BC). On en déduit que J’ est a égale distance de (AC) et (BC), ce qui signifie que J’ appartient a I'une
des bissectrices (intérieure ou extérieure) de BCA, c’est-a-dire a (Cl) ou a Ac.

Si )’ appartient a (Cl) alors J’ est le point commun a (Al) et a (Cl) soit )’ =1. Or | n’appartient pas a Ag.

Donc )’ appartient a Ac et ) est le point d’intersection de Ag et A¢ soitJ =)',

On en déduit que J appartient a (Al). On peut méme préciser que A, | et J sont alignés dans cet ordre car | est
intérieur a ABC et J extérieur a ABC.

On avu que JJao =]JJg = JJc et les points Ja,]g,Jc sont les projetés orthogonaux respectifs du point J sur les
droites (BC), (AC) et (AB) donc, si on pose JJ4 = ]JJg = JJc = 14 alors J est le centre d’un cercle I tangent aux
droites (AB), (BC) et (CA) et dont le rayon est 7.

AB\ \

2. Montrons que les triangles AIC et ABJ sont semblables.
Par définition de |, CAl = BAI d’ou, puisque les points A, | et J sont alignés dans cet ordre,
CAJ] = CAI = BAI = BAJ . En particulier, CAl = BA]J
De plus, dans le triangle ACI, AIC + ICA + CAI = 180° soit AIC + %B/C\A + %C/A\B = 180°
Soit AIC = 180° — 5 (BCA + CAB) = 180° — - (180° — ABC) = 90° + - ABC.
D’autre part, AB] = ABJ, + J,B] = ABC + (90° — BJJa), en se placant dans le triangle BJJ, rectangle en
Ja-
Or (BI) et (BJ) sont perpendiculaires de méme que (BC) et (J]»), donc B]J, = IBC = %A/B\C.

d’'ou ABJ = ABC + (90° — 2ABC) = 90° + 3 ABC.



On a donc AIC = AB].
Al

Les triangles AIC et ABJ sont donc bien semblables d’ou B AA—? d’'ou Al X A] = AB X AC.

Le cercle I'" a pour centre J et est tangent aux droites (AB), (BC) et (CA). Son image f(I'") par f est un
cercle de centre I. De plus, les droites (AB) et (AC) passent par le centre de f donc elles sont invariantes
par f donc f(T'") est tangent a (AB) et (AC). Il s’agit donc du cercle inscrit dans le triangle ABC soit le cercle
I.

L'image de la droite (BC) par 'homothétie f est une droite D paralléle a (BC) (et non confondue car le
centre A de f n’appartient pas a(BC)). De plus, comme I'* est tangent a (BC), I est tangent a D. La seule
droite parallele a (BC) et tangente comme (BC) a I' est I'image de (BC) par la symétrie centrale de centre .

Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC) et H’ son image par f.

Par hypothése h = AH.

De plus, le point H" appartienta D (image de la droite (BC) par f) et a la droite
(AH).

Comme D et (BC) sont paralleles et donc toutes les deux perpendiculaires a
(AH), on obtient HH' = 2r et AH' = AH — 2r = h — 2r.

On en déduit, en considérant deux expressions du rapport de f, que :
Al _ AHr _ h-2r
A] AH  h

Exercice 2 - tiré d’'un probléme du concours général 2013

1.

Dans I'espace, soit D; et D, deux droites non coplanaires et soit M un point nappartenant ni a D; ni a D,.
Montrer qu’il existe au plus une droite passant par M et sécante a la fois a D; et D,. Dans quel cas n’en existe-
t-il aucune ?

L’espace étant muni d’un repére orthonormal, soit ABCDEFGH le cube dont les sommets ont pour coordonnées
A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0), E(0,0,1), F(1,0,1), G(1,1,1), H(0,1,1).

Soit respectivement D;, D,, D5 les droites (EF), (BC), (DH).

Soit § I'ensembles des points M(x,y,z) telsquexy + yz+zx —(x +y+2z)+1=0.

ou e wWwN

Donner une représentation paramétrique de chacune des droites D4, D, D;.

Montrer que les droites D, D,, D3 sont incluses dans S.

Montrer que toute droite de I'espace non incluse dans § rencontre § en 0, 1 ou 2 points.

En déduire que toute droite coupant les droites D, D, et D5 est incluse dans S.

Soit D, une droite qui ne rencontre aucune des droites D;, D, et D5 et qui n’est pas incluse dans S.
Montrer qu’il existe au plus deux droites de I'espace coupant les quatre droites D;, D5, D3, D,.

Supposons qu’il existe deux droites distinctes D et D’ passant par M et sécantes a la fois a D; et D,. On note
A et A’ les points d’intersection de D et D’ avec D, et on note B et B’ les points d’intersection de D et D’ avec
D,.

Comme M n’appartient ni a D; ni a D, les points A, A’, B, B’ sont distincts de M.

On a donc D passe par A, B et M et D’ passe par A’, B’ et M. Si A = A’, alors comme D = (AM) = (BM)

etD = (A'M) = (B'M) = D' donc A # A’. De méme que B # B'. On a de plus D; = (AA") et D, = (BB").

Le point M n’appartient pas a D; donc les points A, A’ et M ne peuvent étre alignés et définissent un plan qui
contient les droites D, D' et D;.

Or, comme B € D, B € (AA'M) et comme B’ € D, B' € (AA'M) d’ou D, = (BB') est aussi incluse dans
(AA'M).

On aboutit donc a une contradiction avec le fait que a D, et D, ne sont pas coplanaires.

Il existe donc bien au plus une droite passant par M et sécante a la fois a D; et D,.

Cherchons maintenant dans quel cas il n’existe aucune droite passant par M et sécante a la fois a D; et D,.
Soit P; le plan parallele a D, et contenant D, et P, le plan parallele a D, et contenant D,. Comme D, et D,
ne sont pas coplanaires, toute droite incluse dans I'un ne peut pas étre sécante avec une droite incluse dans
I"autre.



Si M appartient a P;, toute droite D passant par M et coupant D; est incluse dans P; et si M appartient a P,,
toute droite D passant par M et coupant D, est incluse dans P,. Dans un cas comme dans I'autre, c’est-a-dire
si appartient a I'union des deux plans, la droite D ne peut étre sécante a la fois a D; et D,.
Réciproguement, soit un point M n’appartenant a aucun des deux
plans donc a aucune des droites D, et D,.
Il existe alors un unique plan P passant par M et contenant D;.
M & P; donc P # P; et P n’est pas parallele a P; et donc pas
paralléle a P, (qui est paralléle a P;). On en déduit que P coupe P,
suivant une droite D paralléle a D;. Cette droite D est incluse dans
P, comme D, et non paralléle a D, car les droites D; et D, ne sont
pas coplanaires donc non paralléles. Les droites coplanaires et non
paralléles D et D, sont donc sécantes en un point A.
La droite (AM) est alors sécante a la fois a D, et D5.
Conclusion : il n’existe aucune droite passant par M et sécante a la fois a D; et D, si et seulement si le point
M apaprtient au plan P; ou au plan P,, ou P; est le plan paralleéle a D, et contenant D, et P, le plan parallele
a D, et contenant D,.

2. Un point M(x, y, z) appartient a la droite D, si et seulement s’il D,

existe un réel t tel que EM = tEF. En traduisant sur les

coordonnées, on déduit une représentation paramétrique de la ) ! )
x=t D, E ' F
droiteDl:{y=0,t€R. |
z=1 E
De méme, la droite D, a pour représentation |
x=1 |
paramétrique :{y =t,teR et Ila droite D; a pour ;
z=0 - ety aae C
x=0 T
représentation paramétrique {y =1,teR. 2 ' B
z=t

3. Pourtoutréelt:
tXx0+0x1+1xt—(t+0+1)+1=t—t—1+1=0doncD; estincluse danss.
O0X1+1xt+0x1—-(1+t+0)+1=t—1—-t+1=0 doncD, estincluse danss.
O0X1+1xt+tx0—-—(0+1+t)+1=t—1—-T+1=0 doncD;estincluse dansS.

4. Soit D une droite de l'espace non incluse dans §. Elle admet une représentation paramétrique

X =x9+ta
y=y,+th,t eR
z=2zy+tc

Un point M(x, y, z) appartient a la fois a la droite D et a S si et seulement s'il existe un réel t tel que

(xo +ta)(yo +th) + (yg + th)(zg + tc) + (zg + tc)(xg + ta) — (xg +ta+y, +th+2zy+tc)+1=0
Soit (ab + bc + ca)t? + (ayy + bxy + bzy + cyy + azg + cxg —a— b — )t + xoVo + VoZo + ZoXo —
Xo—Yo— 2o +1=0

On n’obtient ainsi une équation d’inconnue t.

Siab + bc + ca # 0, cette équation est du second degré et admet bien 0,1 ou 2 solutions.

Siab+ bc+ca=0etayy+ bxy+ bzy+ cy,+azy+ cxyg—a—b —c # 0, cette équation est de degré 1
et admet 1 solution.

Siab+bc+ca=0, ayy+bxg+bzy+cyy+azy+cxog—a—b—c=0 et xygyy+ VozZo + ZoXg — Xo —
Vo — Zo + 1 # 0 cette équation nadmet pas de solution.

Le cas ou tous les coefficients sont nuls est exclu car D est une droite de I'espace non incluse dans §S.

Toute droite de I'espace non incluse dans S rencontre donc bien § en 0, 1 ou 2 points.

5. Les droites D;, D, et D3 ne se coupent pas deux a deux (vérification immédiate sur les représentations
paramétriques et, en fait, les droites sont non coplanaires) donc si une droite D les coupe toutes les trois,
c’est en trois points distincts.

D’autre part les trois droites sont incluses dans § donc ces points appartiennent a § ce qui implique que D est
incluse dans S.



6. Soit D, une droite qui ne rencontre aucune des droites Dy, D, et D5 et qui n’est pas incluse dans S.

Si une droite coupe les quatre droites D;, D,, D5 et D,, elle coupe D;, D, et D5 et est donc incluse dans &

d’aprés la question 5. et les points d’intersection obtenus sont donc des points de S.

La droite D, n’est pas incluse dans § donc, d’apres la question 4., D, rencontre § en 0, 1 ou 2 points.

e SiD, nerencontre pas §, aucune droite ne peut donc couper Dy, D, D5 et D,.

e SiD,rencontre S en 1 point M, alors le point M n’appartient ni a D; nia D, (car D, ne rencontre aucune
des droites Dy, D, et D3) et, comme D; et D, ne sont pas coplanaires, d’aprés la question 1., il existe au
plus une droite passant par M et sécante a la fois a D; et D, . Si cette droite existe et coupe aussi D, alors
elle rencontre les quatre droites en M.

Sinon, il n’existe pas de droite rencontrant D,, D,, D5 et D,.
On a donc au plus une droite coupant les quatre droites Dy, D,, D3, D,.

e SiD, rencontre § en 2 points M et N, on reprend le raisonnement précédent pour M puis pour N et on
aboutit a la conclusion qu’il existe au plus une droite coupant les quatre droites D;, D,, D3, D,.

Exercice 3 - tiré d’un probléeme du concours général 2015
On considere, dans I'espace, un tétraedre ABCD (non aplati).

1. a. Montrer gu’il existe un unique point G tel que GA+GE+GC+GD=0
b. Montrer que si G4 est le centre de gravité du triangle BCD, alors AG = %AGA.

c. On appelle médiane issue d’un sommet du tétraédre la droite reliant ce sommet au centre de gravité de
la face opposée au sommet. Montrer que les médianes du tétraédre sont concourantes au point G.
2. Montrer gqu’il existe une unique sphére passant par 4, B, C et D. On I'appelle sphére circonscrite au tétraédre
et on note O son centre.
3. On appelle hauteur issue d’un sommet la droite passant par ce sommet et orthogonale au plan de la face
opposée a ce sommet. On dit qu’un tétraedre est régulier si toutes ses arétes sont de méme longueur.
Est-il vrai que les hauteurs sont concourantes en O si et seulement si tétraédre est régulier ?

1. a. GA+GB+GC+GD = 0 s’écritaussi GA+ GA+AB + GA+AC + GA+AD =0

Soit AG = %(E +AC + E) Le point A et le vecteur AB + AC + AD étant fixés, il existe bien un unique

point G vérifiant I'égalité vectorielle donnée.

b. Soit I le milieu de [CD] alors 2BI = BC + BD et le centre de gravité G4 du triangle BCD est défini par
B—G: = %ﬁ, ce qui s’écrit —BGATf = BC + BD soit —3G4B =BGy + G4C + BGy + G4 D c’est-a-dire
GaB + G,C + G,D = 0.

On en déduit que GA+GB+GC+GD =0 équivaut a
GA+ GG,y +GaB+ GGy + G4C + GGy +GaD =0 soit GA+ +3GG, + GoB + GoC + G,D =0
Soit GA + 3G—GA) = 0 soit 4GA + 3m = 0 c’est-a-dire AG = %A—GA).

c¢. On démontrerait de méme que si Gg, G et Gp sont les centres de gravité respectifs des triangles CDA,
DAB et ABC alors BG = %TG,;, CG = %E?C) et DG = %HG_D). Ces égalités impliquent I'appartenance de
G aux droites (AG,),(BGg),(CG:),(DGp) et le fait que les quatre médianes du tétraédre sont
concourantes.

2. Chercher s’il existe une sphere passant par les quatre sommets du tétraedre revient a chercher s’il existe un
point M situé a égale distance de ces sommets.

Considérons le plan P,z perpendiculaire a (AB) et passant par le milieu de P,z (on I'appelle plan médiateur

de [AB] ). On montre facilement que ce plan est I'ensemble des points de I'espace équidistants des points A

et B. On considére de méme les plans Pyg, Pyc et Pyp les plans médiateurs respectivement de [AB], [AC] et

[AD]. Si la sphére existe son centre doit appartenir aux trois plans Py, Psc et Pap.

P, coupe le plan (ABC) suivant la médiatrice Ay de [AB]. De méme, P4, coupe le plan (ABC) suivant la

médiatrice A, de [AC]

Les droites (AB) et (AC) n’étant pas paralléles, les plans P,5 et P4 (qui leur sont perpendiculaires) ne sont

pas paralléles. lls se coupent donc suivant une droite D.




Comme P45 N (ABC) =Ay5 et Pye N (ABC) = Ay, Pag N Pye N (ABC) = Ayp N Ay Cest-a-dire, la droite D

coupe le plan (ABC) au centre du cercle O circonscrit eu triangle ABC.

On sait que (AB) L P,z et D c P4 donc (AB) L D et on démontre de méme que (AC) L D. Comme (4B)

et (AC) sont sécantes dans (ABC), on en déduit que D L (ABC).

On en déduit que D ne peut étre paralléle a P, car si c’était le cas, elle serait orthogonale a la fois a (AD) et

a (ABC), ce qui contredirait le fait que le tétraedre n’est pas aplati. Donc D est sécante a P4p en un point 0.

Et Pyg N Pyc N Pyp = {0} avec OA = OB = OC = OD.

Le tétraedre ABCD admet donc bien une unique sphere passant par ses sommets.

Remarques :

e Le centre a été obtenu avec trois plans médiateurs mais le tétraédre a six arétes et le raisonnement aurait
pu étre mené avec trois autres plans médiateurs. Les six plans médiateurs passent donc tous par le point O.

e Tout point de D est équidistant de A, B et C donc appartient a P4g N Py N Pgcet réciproquement. On
pourrait faire le méme raisonnement avec les plans (ABD), (ACD) et (BCD) associés aux autres faces du
tétraédre et les droites correspondantes que nous noterons respectivement Dagp, Dacp, Decp-

3. a. Siletétraedre est régulier, alors DA = DB = DC donc, avec les notations précédentes, D € D. Comme
de plus D L (ABC), D est la hauteur du tétraédre issue de D. On démontrerait de méme que
Dasp»Dacp, Dpcp sont les hauteurs issues respectivement de C, B et A.

Ces droites ainsi que la droite D ont un point commun qui est le point d’intersection des 6 plans médiateurs,
c’est-a-dire le point O, centre de la sphére circonscrite au tétraedre.

Réciproquement si les hauteurs du tétraédre sont concourantes en O alors la hauteur (0OD) est parallele a la
droite D car elles sont toutes les deux perpendiculaires au plan (ABC). Comme D appartient a ces deux
droites, elles sont confondues.

Montrons que DA = DB.

Soit H le point d’intersection de D = (0OD) avec (ABC) et soit I le milieu de [AB].

Comme D C P45, Het I appartiennent a Pyp donc (HI) est perpendiculaire a (AB) et, dans le triangle
AIH rectangleen I, AH? = AI? + IH?.

Comme D L (ABC), D = (DH) est perpendiculaire a toute droite de (ABC) donc a (HI) et dans le triangle
DIH rectangle en H, DI?> = DH? + HI?.

On en déduit AI? + ID? = AH? — IH? + DH? + HI?* = AH? + DH?.

D’autre part D = (DH) est perpendiculaire a toute droite de (ABC) donc a (AH) et dans le triangle DAH
rectangle en H, DA? = DH? + HA?. On a donc DA? = AI? + ID?et on en déduit que le triangle ADI est
rectangle en I, ce qui signifie que I est a la fois milieu de [AB] et pied de la hauteur issue de A dans le triangle
ABD. Ce triangle est donc isocele en D et DA = DB.

En raisonnant de méme a I'aide du milieu de [CB], on montre que DC = DB puis en changeant de sommet
du tétraédre, on aboutita DA = DB = DC = AC et conclure que le tétraédre est régulier.

On peut donc dire que les hauteurs sont concourantes en O si et seulement si le tétraédre est régulier.

Remarque : on montre aussi que :
e |es hauteurs sont elles aussi nécessairement concourantes ;
e |es hauteurs sont concourantes en G si et seulement si le tétraédre est régulier ;

Exercice 4 - tiré d’'un probléme du concours général 2005
On admet que :
e la composée s' o s de deux symétries axiales s et s’ d’axes sécants en un point | et de vecteurs directeurs

respectifs U et u’ est la rotation de centre | et d’angle 2 (Ti , u').

e Sirestlarotation de centre O et d’angle a et si M’ est I'image d’un point M distinct de O alors zy, = z,,e'*.
Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormal (0, %, 7) ou U a pour affixe 1 et ¥ a pour affixe i, on

s ,  am 1. .v3 _ . . . . .
considére le nombre complexej =es = — 3 + l\/z—_. Soit O, A, B, et C les points d’affixes respectives 0, 1, j etjz.

On désigne par 54, S, et s3 les symétries axiales par rapport respectivement aux droites (OA), (OB) et (OC).

Soit M un point du plan d’affixe z = pe'®, o p € ]0, +oo[ et 8 € R.

1. On note M; = s;(M),M; = 5,(M), M3 = s3(M). Montrer que les points M;,M,, M3 ont pour affixes
respectives Z, j2Z et jZ.



. . . . . - 1 -

2. Soit M, le symétrique de M par rapport a la droite (BC). Montrer que le point J d’affixe — est le milieu de
[M; M,].

3. a. Aquelle condition nécessaire et suffisante les points M,, M3 et M, sont-ils alignés ?

On suppose désormais que les points M,, M5 et M, ne sont pas alignés et on note (Q le centre du cercle circonscrit

a MyM;M,.

b. lJustifier le fait que () appartient a la droite (OM, ). Dans la suite, on note son affixe zq = Ae"® ouA ER.
1+2pcosO

c. :
p+2cos0

d. En déduire une expression du rayon R, du cercle circonscrit au triangle M, M;M,.
e.

Montrer que ce rayon est égal & 1 si et seulementsi«p =1 ou (p + 2cos0)? = 1 — 3(cos 0)? ».

Montrer que A = —

On commence par faire une figure.

Montrons déja que le triangle ABC est équilatéral.
2im )

Commej =¢€3,j3 =™ =1.Commedeplusj3—1=(—1)(j2+j+ 1) etj # 1,onendéduit que j% + j +
1=0.
De plus, j = j*] = j?jj = j? car |j| = 1.

, . Zc—Za jz—l . .2 _ it _E E
On en déduit ——=—=j+1=—jc=—]J=¢'"e 3 =e3

ZBp—Zp ]—1

(ﬁ, R) = g Le triangle ABC est donc équilatéral.

De plus, OA = OB = OC = 1 donc O est le centre du cercle circonscrit a ABC.
1. Comme (OA) est I'axe des abscisses, I'affixe z; de M, est le conjugué de I'affixe de M donc z; = Z.
M; = s;(M) ce qui s’écrit aussi M = s;(M;) d’ot M, = 5,(M) = s, 0 5;(M;). Or s, o 51 est la rotation de

4im

centre O et d’angle Z(O—A), WB)) = 4?“ donc I'affixe de M, est z, = z;e 3 = Zj2.

in

S AC in
ce qui signifie que 5o |e? =1 et

M; = 53(M) = s3 05;(M;). Or s3 o s; est la rotation de centre O et d’angle Z(ﬁ, o_c’) = % soit 2% donc
2im
I'affixe de M3 est z; = z;e 3 = Zj.
2. De méme, si s, désigne la symétrie d’axe (BC), M, = 5,(M) = s, o 5;(M;). Or (BC) et (OA) sont sécantes en

J (car B et C ont méme abscisse —% et tout point de (OA) a pour ordonnée 0) donc s, © s;est la rotation de
centre J et d’angle Z(ﬁ, ﬁ) Commezcz;zB = —iV3, Z(ﬁ, ﬁ) =2 (— g) = —m, S, o S;est larotation de
A

centre J et d’angle —t c’est-a-dire la symétrie de centre J donc le point J est le milieu de [M; M,].
En particulier, I'affixe z, de M, est telle que z; + z, = —1 soitz, = —1 — Z.
3. a. Comme M et O sont distincts, les points M, My, M,, M3 et M, et les points M,, M3 et Mysont alignés si
Zy—

N CVIEVEEVIEY . . \ . V4 ,
et seulement si (M2M3, M, M, ) est I'angle nul ou un angle plat, ce qui revient a dire que # est un réel ce
3742

Zy —Zz) Z4—2Z2

ui équivaut a dire que ( .
q q q Z3—Zp Z3—Z3



Or

Z4—2, —1-Z-Zj? —1+Zj -1+

-1+zj

Z3=Z3 zj-zj? zj-zj*  zZ(j- 12)

= = = car] +j+4+1=0donc (24_22) =

Z3—Z2

z(g-02)’

Oorj—(@?) =j?—j*=j?—jcarj®=1.

Donc M,, M et M, sont alignés si et seulement si (—1 + zj)z(j2 — j) = 2(j — j?) (-1 + z])

Soit, puisque j — j2 # 0,etj —j2=—(j2—)), (-1+z))z=—-2(1—z])soitzz(j+]) =z+2

On pose z = x + Iy, ou x et y sont des réels.

Comme j + j = —1, les points M, M3 et M, sont alignés si et seulement si —(x? + y?) = 2y

soit x2 + y2 + 2y = 0 soit x2 + (y + 1)2 = 1 c’est-a-dire le point M appartient au cercle I' de centre
D(—1,0) et de rayon 1.

b.

e.

Le point () est le centre du cercle circonscrit au triangle M,M3M,. Ce point est le point de concours des
médiatrices des cotés de M,M3;M,. Montrons que, comme le suggére la figure, la droite (OM;) est la
médiatrice de [M,M;] (O et M sont distinct donc O et M, le sont aussi).

OM, = |z;| = 1Zj?| = |1Z]1?| = |zI|j|* = |z| et OM;3 = |z5| = |Zj| = |z||j| = |z| donc OM, = OM;
MM, = |z — 2| = |2j% — 2| = |2]1j* = 1| = |2]lj + 1||j = 1| = |z]|j — 1]

et M\\M3 = |z3 — z;| = |Zzj — z| = |Z]|j — 1| donc M; M, = M; M3.

Les points O et M; sont donc équidistants de M, et M5 d’ou la droite (OM; ) est la médiatrice de [M,M;]
et le point Q appartient bien a (OM,).

La notation zg = Ae™ 0 gst légitime d’aprés le résultat de la question precedente mais le signe de A n’est
pas fixé puisque zg a méme argument, a T prés que z;. D’autre part, z = pe'®

Par définition de (1, on doit avoir QM3 = (OM,.

Or OM; = |23 — zg| = |7 — 2e™| = [ipe™® —Ae™™| = [e®[ljp — 2l = |jp = Al

EtOM, = |z, — zq| = |_1 — 7 — e~ 19| |1 + pei® _)\e—i9| — |e—i9||ei9 +p +7\| _ |eig +p +}\|
QM; = QOM, équivaut donc successivement a :
QM32 = QM42

Gp=M0p =2 = (e +p+2A)(e® +p+2)

Gp—MDGp—2) = (eie +p+ A)(e_ie +p+ )\)

2 — Ap(+7) +2%2 =e®e ™ + (¥ +e @) (p+ 1) + (p+1)?
P2+ X2+ Ap=1+2(p+A)cosO+p?+2Ap+2A% carj+7=—-1
Ap=1+2(p+2A)cosb + 2Ap

A(2cosB+p)=—-1—-2pcosb

1+2pcos6

2cos@+p’

Le rayon R est la distance de Q a I'un quelconque des points M,, M3, M,. Calculons R? = OM42.
. 2 , ,
RZ=1e®+p+A|"=(e®+p+2)(e®+p+2)

. i 1+2pcosO — 1+2pcos6 . \ p . A . .
Soit R? = (e‘e +p-— p—) (e 0 4p— p—) soit apres réduction au méme dénominateur, et
2cosO+p 2cosB+p

On adonc bienA = —

simplification :

2 2
2 _ (ni0 pe-1 )(—ie po-1 )_ 0 4 .—i0 ( p?-1 )
R (e + 2cosO € + 2cos0+p 1+ 2c059+p (e te ) 2cosB+p

2_ 2 2
RZ=1+-—"F_ x2cose+(—1) =1+M(2cose(2cose+p)+p2—l)

2

2 cos 9+p 2cos0+p (2 cos0+p)?
P2 (P 2 20 _
SoitR* =1+—-—— @ cose ((2 cos0 + p)“ + 3cos“0 — 1)
- L 2 20 —
etR = \/1 + Geosbip)? ((2cosO + p)? + 3cos?6 — 1).

R = 1sietseulementsiR? = 1 soit p>? — 1 ou (2cos® + p)? + 3cos?0 —1=0
Soit, puisque p > 0,p = 1 ou (2cos O + p)? = 1 — 3cos?6.



Dénombrement — Probabilités

Exercice 1

Albert et Béatrice jouent a un jeu. On a posé 2021 cailloux sur une table. En alternance et en commengant par
Albert, ils vont retirer un certain nombre de cailloux de la table en respectant la regle suivante. Sin > 1, au néme
tour, le joueur dont c’est le tour, c’est-a-dire Albert si n est impair et Béatrice si n est pair, peut retirer un nombre
de cailloux entre 1 et n. Au premier tour, Albert doit donc retirer 1 caillou ; au deuxieéme tour, Béatrice peut retirer
1 ou 2 cailloux ; au troisieme tour, Albert peut en retirer 1, 2 ou 3, et ainsi de suite. Celui qui retire le dernier
caillou de la table perd la partie. Déterminer lequel des deux joueurs a une stratégie pour gagner a coup s(r.

Albert puis Béatrice jouent chacun leur tour en commencgant par Albert. On regroupe par deux les tours. Il s’agit en
tout d’avoir un nombre 2r 4+ 1 de tours ol r est a déterminer (et en faisant en sorte qu’au dernier tour, le tour
2r + 1, il n’y ait qu’un seul caillou).

Soit k un natureltelque 1 < k < r. Autour 2k — 1, Albert peut enlever un nombre de cailloux compris entre 1 et
2k — 1 et autour 2k, Béatrice peut enlever un nombre de cailloux compris entre 1 et 2k. En utilisant une stratégie
de complément, Béatrice peut faire en sorte que le nombre de cailloux enlevés pendant les deux tours 2k — 1 et
2k soit exactement 2k + 1 (en effet, si Albert enleve 1 caillou alors elle en enléve 2k, ..., si Albert enléve 2k — 1
cailloux alors elle est enleve 2). 2k — 1 est le plus grand nombre de cailloux qui peut étre enlevé de fagon certaine
au cours de I'union des tours 2k — 1 et 2k, avec la stratégie de complément utilisé par Béatrice, et ce quel que soit
le nombre de cailloux enlevés par Albert au tour 2k — 1.

Ainsi, du tour 1 au tour 21, le nombre total de cailloux enlevés est :

SEEhk+ 1) = 2 (ShSi k) +r =22y r =1 (r 4 2)

Ce nombre total de cailloux enlevés du tour 1 au tour 2r doit étre égal a 2020.

or, V2021 ~ 44,96

On regarde le nombre de cailloux enlevés, en appliquant cette stratégie, du tour 1 au tour 88 (soit r = 44) :
YE=42k +1) = 2 (TZH k) + 44 = 2 44:45 + 44 = 44 X 46 = 2024

Il'y a 4 cailloux enlevés en trop.

TRZ102k + 1) = 2 (TKZ10k) + 40 = 2757+ 40 = 40 X 42 = 1680

Puis, Béatrice applique le complément a 2r aux tours 2r ou 41 < r < 44. Elle s’assure ainsi que

2(41 4 42 + 43 + 44) = 340 cailloux supplémentaires sont retirés de la table.

Donc, Béatrice s’assure ainsi que, a la fin du tour 88, il reste 2021 — 1680 — 340 = 1 caillou sur la table.
Finalement, Albert, qui doit jouer au tour 89, perd la partie.

Exercice 2 - tiré du concours général 2014

Dans ce probléme, k et n sont des entiers supérieurs ou égaux a 2.

Un groupe de k joueurs dispose d’une piece de monnaie non supposée équilibrée, pour laquelle la probabilité

d’obtenir « pile » dans un lancer est notée pavec 0 < p < 1.

Chaque joueur lance la piece au plus n fois en s’arrétant s’il obtient « pile » : son score est alors le nombre

d’échecs, c’est-a-dire le nombre de « face ». Ainsi, si un joueur obtient « pile » au premier lancer, son score est

0 et il s'arréte de lancer ; s’il obtient « pile » au deuxiéme lancer (aprés un « face »), son score est 1 ; s’il obtient

« pile » au n®™ (aprés n — 1 « face »), son score est n — 1; s’il nobtient pas « pile » durant les n lancers, son

score est n.

Apreés les lancers, chagque joueur a un score. Le ou les gagnants sont les joueurs qui ont réalisé le plus petit score.

1. Déterminer la loi de probabilité du score d’un joueur donné.

2. Déterminer la probabilité qu’il y ait un unique gagnant puis la limite de cette probabilité quand n tend vers
I'infini.

1. De fagon classique, on note, pour un lancer : S le score d’un joueur, P : « le joueur obtient « pile », F : « le
joueur obtient « face » et p = p(P).Onaalorsp(F) =1 —p.



Comme les lancers successifs sont indépendants :
e p(S=n)=p(FFF..FF)=1—-p)*

n fois
: _ _ _ _ m
e Sil<m<mn,alorsp(S=k)=p(FFF..FP)=p(1—-p)™
m fois
2. Sionnote U I'événement « il y a un unique gagnant » et, pour tout entier i,1 < i <n — 1, U; I'événement « il
y a un unique gagnant et son score vaut i », les U; forment une partition de U donc p(U) = ‘ - Lo(Up.

Si, de plus, on note pour tout entieri,1 <i <n — 1 ettoutentierj, 1 <j <k, Ui j I evenement « le joueur j
est I'unique gagnant et son score vaut i », comme les joueurs jouent des rdles identiques, p(Ui_j) =pU;q).
On va donc calculer p(U; 1).

U; 1 correspond a I'événement « le joueur 1 est 'unique gagnant et son score vaut i » soit « le score du joueur
1 vaut i et le score de chacun des autres joueurs est strictement supérieurai » .

Soit §; le score du joueur j,

p(Uir) =p(S1 =) NS, >N ...n (S, >10))

Comme les lancers des joueurs sont indépendants, p(Ui_l) =p(S; =0) Xp(Sy > 1) X ..xXp(S > 0).

Or les variables aléatoires §; suivent la méme loi de probabilité que celle de la question 1. donc

p(Uir) = p(S =D(p(S > )k,

e p(§>n—-1=pE=n)=>10-p)"

o Sii<n—-1,pE>)=pS=i+D)+pS=i+2)+-+p(S=n)

Soit p(§ > i) =p(1 —p)™ +p(A —p)"*2 + -+ pA-p)" '+ (1 -p)".

Soitp(S> D) =p(1-p)"™*[1+A-p)+ A -p*++A-p)" 2|+ (A -p)"

Soit p(s > i) = p(1 = p)* x TP (1 - )t = (1= p) 1= (L= )"+ (1= )"
Soitp(§ > D) =(1—-p)* =L -p)"* I+ A -p" =1 - -1 -p)"+ A -p)"
Soit p(S > i) = (1 —p)tt.

On en déduit que

p(Up1) = p(S = DS > ¥ = p(1 —p)i x (1 —p)i*1) ™" = p(1 — pykitk-1

etp(Uy) = 12 p(U; ) = kp(Uyr) = kp(1 — p)li+kt,

DOUp(U) _ L n lp(U) _ZL n-— lkp(l— )kl+k 1 _ kp(l— )k 1ZL n— 1(1_p)ki

Soit p(U) = Zl “Lkp(1 — p)KHE = kp (1 - PP BIETY (1 - p)F)’

Soit, en posantj =i —1, .

p(U) = kp(1 =) B -p)Y) = ko1 = p)* [14+ (1 =p)* + 4 (- p))" ]

—((1-p))" ! (1 k(n—=1)
Soit p(U) = kp(1 — p)?—1 x ) g 2kt 5 1200

1-(1-p)k 1-(1-p)k
Comme0<p<1l,0<l-p<letlim(l-p)™ D =0etetlim(1-(1-p)FrD)=1
n—-oo n—-oo
’ A : — kp(l_p)Zk_l
d’ou Tlll_r)rolop(U) = ok

Exercice 3 - tiré du concours général 2019
1. Dans cette question, on suppose que I'on dispose de trois urnes A, B et C qui contiennent chacune quatre jetons
indiscernables au toucher. Les jetons de A portent les numéros 12, 10, 3 et 1, ceux de B portent les numéros 9,
8, 7 et 2, et ceux de C portent les numéros 11, 6, 5 et 4.
On tire indépendamment un jeton dans chacune des trois urnes, et on note respectivement X,, X et X, les
numéros des jetons tirés dans A, BetC.
Montrer que P(X, > Xg) = - etque P(Xg > X;) = —. Quevaut P(X; > X,)?
2. Dans cette question, on suppose que l'on dispose de trois dés cubiques et équilibrés D;, D, et D;.
Les faces de D; portent les numéros 6, 3, 3, 3, 3, 3, celles de D, portent les numéros 5, 5, 5, 2, 2, 2, et celles de D5
portent les numéros 4,4,4,4, 4, 1.
a. On lance indépendamment chacun de ces trois dés et on note respectivement X, X, et X3 les numéros
indiqués par la face supérieure des dés Dy, D, et D5.



1.

Calculer les trois probabilités P(X; > X,),P(X, > X3) et P(X5 > X;).

b. Claire et Paul jouent au jeu suivant : I'un d’eux choisit un des trois dés. Puis I'autre joueur choisit un des deux
dés restants. lls lancent chacun leur dé et celui qui obtient le plus grand numéro gagne.

Claire a-t-elle intérét a choisir son dé avant Paul ou a le laisser choisir en premier ?

c. Finalement, il est décidé que c’est Paul qui choisit en premier. Quel(s) dé(s) a-t-il intérét a choisir ?

d. Claire et Paul décident alors de modifier les regles. L'un d’eux choisit un des trois dés. Puis I'autre joueur
choisit un des deux dés restants. lls lancent chacun leur dé deux fois de suite et celui dont la somme des numéros
est la plus grande gagne.

Paul choisit en premier et il prend le dé D2. Quel dé Claire a-t-elle intérét a choisir ?

De fagon générale, avec ces nouvelles regles, Claire a-t-elle intérét a choisir son dé avant Paul ou a le laisser
choisir en premier ?

Les jetons de A portent les numéros 12, 10, 3 et 1, ceux de B portent les numéros 9, 8, 7 et 2, ce qui donne 16
couples (X,, Xg) possibles. Ceux réalisant X, > X5 sont les 9 couples (12,9), (12,8), (12,7), (12,2), (10,9),

(10,8), (10,7), (10,2), (3,2). Les jetons étants indiscernables au toucher, ce qui assure I"’équiprobabilité des

. . . S i 1.1 1
tirages et les tirages dans les deux urnes étant indépendants, la probabilité chaque couple est X 7= et

2
onabien P(X; > Xg) = 116

On montre de méme que (X > X.) = 116 puisqu’il y 9 couples réalisant Xz > X : les couples dont le premier
terme est 9, 8 ou 7 et le deuxiéeme est 6, 5 ou 4.

De méme P(X; > X,) = 136 avec les couples (11,10), (11,3), (11,1), (6,3), (6,1), (5,3), (5,1), (4,3), (4,1).

a. Les dés sont équilibrés, ce qui assure I'équiprobabilité. Les lois de probabilité des variables aléatoires
X1, X, et X3 sont données par :

p(X; =6) =zetp(X; =3) =2 p(X, =5) =2 =-etp(X, =2) ===,

5 1
p(X3=4) = S et p(X;=1)= p
Les trois dés sont lancés indépendamment chacun des deux autres, donc :
Comme X; > X, est réalisé soit lorsque « X; = 6 » soit Iorsque « X1 =3etX, =2»,

P(Xy>X;) = (X1—6)+p(X1_3)Xp(X2_2)__+_ 1 172

De méme X, > X3 est réalisé soit lorsque « X, = 5 » soit Iorsque «Xy, =2etX;3=1»,
1,1_1_ 7
P(X; > X3) =p(X; =5) +pX; =2) Xp(X3 =1) =S+ x-=—
Et X3 > X; est réalisé uniquement lorsque « X; = 3 et X3 = 4 »,
5.5 25
P(X;> X)) =pX; =3)xp(X3=4) =5 X573
b. Claire a intérét a laisser Paul choisir son dé car, dans ce cas et en s’appuyant sur la question précédente :
Soit Paul choisit D, et alors Claire choisit D5.
Soit Paul choisit D, et alors Claire choisit D;.

Soit Paul choisit D5 et alors Claire choisit D,.

Dans tous les cas, la probabilité que Claire gagne est supérieure a %
¢. SiPaul choisit D, alors, soit Claire choisira D; et P(X; < X,) = % soit elle choisira D3 et P(X3 < X,) = 1—72

La moyenne des deux probabilités est %

Si Paul choisit D, alors, soit Claire choisira D, et P(X, < X;) = % soit elle choisira D; et P(X5 < X;) = %

La moyenne des deux probabilités est égale a %.

Or% < % Donc Paul a intérét a choisir D,.

d. On note respectivement 51, S5, S5 la somme des numéros obtenus en langant deux fois de suite les dés
Dy, D, et Ds. Les Iois de probabilités de ces variables aléatoires sont données par :

p(S;=6) == >< =T 30 p(§;=9)=2 X = >< = Z (obtenu avec les deux couples (6,3) et (3,6)) et
p(S; =12) = -

1_
6 36



p(S, =4) = % X % = %,p(Sz =7)=2 x%x % =% (obtenu avec les deux couples (5,2) et (2,5)) et
171 1
p(S;=10) == x ==
1©1% % 1.5 10
p(S3=2) = cXo= g,p(53 =5)=2X cX==o0 (obtenu avec les deux couples (4,1) et (1,4)) et
5.5 25
p(S3=8) =-x-=

Si Paul choisit en premier et choisit D,. Pour savoir quel dé Claire a intérét a choisir, on va calculer
p(S1 > S2) et p(S3 > 5y).
S1 > S, est réalisé lorsque « S; = 12 » oubien« S; =9 et S, vaut4ou7 »oubien« S; =6etS, =4»

1 ,10(1 , 1\, 25_1_ 59
dOI’le(Sl>52)—£+£(Z+5)+£X2—m.
De méme, S3 > S, est réalisé lorsque « S; =8 et S, vaut 4 ou 7 » ou bien «S3 =5 et S, =4 » donc
2501, 1), 10 1 _ 85 85 _ 59
p(S:>5) =2 (G+3) + 5% i =1 ot 1 > o

Si Paul choisit D, en premier, Claire a donc intérét a choisir D3, ce qui peut paraitre étrange puisque dans
la question précédente c’est D;qu’elle avait intérét a choisir.

On calcule de méme p(S3 > S;) = p(S3 =8etS; =6) = g X % = %956
etp(§, >8)=1—p(5;>S5,) = %. Comme 18754 > %956, si Paul choisit D; en premier alors Claire a
intérét a choisir D,.

) 59 25 25 _ 625 , .
Enfin, p(S, > S3) =1 —p(S3 > S,) =metp(53 >S8)=p(S3=8etS; =6) = gxg=ﬁdou
p(S1>S3)=1—-p(S3>5;) = %. Comme % > %, si Paul choisit D3 en premier alors Claire a

intérét a choisir D;.

Exercice 4

Soit n = 100 un entier. Clara écrit les nombres n,n + 1, ..., 2n sur des cartes distinctes. Elle mélange ensuite les
n + 1 cartes, puis les sépare en deux piles.

Montrer qu’au moins I'une des piles contient deux cartes pour lesquelles la somme des nombres est un carré
parfait.

On cherche a appliquer le principe des tiroirs en trouvant trois entiers a, b et ¢ appartenanta {n,n+1,...,2n}
tels que les sommes a + b, b + c et ¢ + a soient des carrés parfaits.

Comme ces trois sommes doivent de plus appartenir a un intervalle pas trés grand, on cherche en fait un entier k
telquea+b=(k—-—1D%b+c=k*c+a=(k+1)>2.

Onaalors:

2(a+b+c)=(k—1)?>+k?+ (k+1)? = 3k? + 2 qui implique k? est pair et donc k est pair. On cherche
at+b=2l-1* (1) M+B)-®@) a=201>+1

donc un entier [ tel que b+c=2D% (2) soit<(2)+ (1) — (3) cest-a-dire{p = 212 — 41.
c+a=Q2l+1)* (3) A+@ - c=21%+4l

On est ramené a chercher un entier [ tel que n < 21?2 — 41 < 21?2 + 1 < 21% + 41 < 2n c’est-a-dire [ > 1 tel que
P+21<n<20*-41.

Pourn = 100, l = 9 convient.

Pour tout entier [ > 9, on pose a; = [? + 21, b; = 21 — 4l et E; 'ensemble des entiers k tels que a; < k < b;.
Comme b, —a;;; =212 —41—12-21—1—-21—-2=1?>-8l—3 et que les racines de 12 —8l—3 sont
inférieuresa 9, b; — a;;1 = 0. Onadonca; < a;;; < b; et I'intersection des ensembles E; et E;, ; est non vide.
Or ag = 99 et b; tend vers +oo quand [ tend vers 400, pour tout n = 99, il existe un entier [ > 9 tel que n € E,.



