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Les propositions de solution de chaque exercice doivent être renvoyées sous forme numérique (format .pdf ou image) 

par les professeurs selon les modalités précisées lors de l’inscription. 

Exercice 2. 1 Bataille d’exposants  
Sachant que 2200 × 2203 + 2163 × 2241 + 2126 × 2277 = 32𝑛 , quelle est la valeur de 𝑛 ? 
 

2200 × 2203 + 2163 × 2241 + 2126 × 2277 = 2403 + 2404 + 2403 = 2 × 2403 + 2404 = 2 × 2404 = 2405 
 

D’autre part, 32𝑛 = (25)𝑛 = 25𝑛. 
𝑛 est donc l’entier solution de l’équation 5𝑛 = 405 soit 𝑛 = 81. 
 
 
Exercice 2. 2 Équations en chaîne 

 Déterminer tous les triplets de réels (𝑥, 𝑦, 𝑧) vérifiant le système d’équations : {

(𝑥 − 1)(𝑦 − 2) = 0
(𝑥 − 3)(𝑧 + 2) = 0

𝑥 + 𝑦𝑧 = 9
. 

La première équation équivaut à 𝑥 = 1 ou 𝑦 = 2. 
La deuxième équation équivaut à 𝑥 = 3 ou 𝑧 = −2. 
1er cas : 𝑥 = 1. Alors on ne peut avoir 𝑥 = 3 donc 𝑧 = −2 et la troisième équation donne 𝑦 = −4. 
2e cas : 𝑥 ≠ 1. Alors, d’après la première équation, 𝑦 = 2 et on a deux possibilités pour la deuxième équation :  

 𝑥 = 3 et alors la troisième équation donne 𝑧 = 3 

 𝑧 = −2 et alors la troisième équation donne 𝑥 = 13. 

Les seuls triplets possibles sont donc (1, −4, −2), (3,2,3), (13,2, −2) ; 
On vérifie que ces triplets sont bien solutions du système initial. 
 
Exercice 2. 3 Contact 
 
Dans la figure ci-contre, on considère le rectangle ABCD tel que : 
𝐴𝐵 = 4 et 𝐵𝐶 = 6.  
Le demi-cercle de diamètre [𝐴𝐸] a pour centre 𝑆. 
Le demi-cercle de diamètre [𝐹𝐶] a pour centre 𝑇. 
Les deux demi-cercles, de centres 𝑆 et 𝑇 sont tangents au point 
𝑃 et ont le même rayon 𝑟. 
 
Quelle est la valeur de r ? 

 
Soit 𝑉 le projeté orthogonal de 𝑆 sur (𝐵𝐶). Le quadrilatère 𝐴𝐵𝑉𝑆 
a trois angles droits. C’est donc un rectangle et on en déduit les 
égalités : 
𝐵𝑉 = 𝐴𝑆 = 𝑟 et 𝑆𝑉 = 4. 
D’autre part les demi-cercles étant tangents en 𝑃 et de même 
rayon 𝑟, le point 𝑃 appartient au segment [𝑆𝑇] et on a : 
𝑆𝑇 = 𝑆𝑃 + 𝑃𝑇 = 2𝑟. 
Enfin 𝑉𝑇 = 𝐵𝐶 − 𝐵𝑉 − 𝑇𝐶 = 6 − 2𝑟. 

=



En appliquant le théorème de Pythagore au triangle 𝑆𝑉𝑇 
rectangle en 𝑉, on obtient l’égalité : 

𝑆𝑇2 = 𝑉𝑇2 + 𝑆𝑉2 
qui se traduit par l’équation (2𝑟)2 = (6 − 2𝑟)2 + 42 

soit, après simplifications, 24𝑟 = 52 ce qui donne 𝑟 =
13

6
. 

 

 

 
 

Exercice 2. 4 Deux sacs de boules 
 
Bruno et Crystel ont chacun un sac de 9 boules. Dans chaque sac, les boules sont numérotées de 1 à 9. Bruno et 
Crystel enlèvent chacun une boule de leur propre sac. 
 Soit 𝑏 la somme des numéros sur les boules qui restent dans le sac de Bruno et soit 𝑐 la somme des numéros sur les 
boules qui restent dans le sac de Crystel.  
Déterminer la probabilité pour que la différence entre 𝑏 et 𝑐 soit un multiple de 4. 
 
Supposons que Bruno enlève la boule numéro 𝑥 de son sac et que Crystel enlève la boule numéro 𝑦 de son sac. 

Alors 𝑏 =  1 +  2 +  3 +  4 +  5 +  6 +  7 +  8 +  9 –  𝑥 = 45 − 𝑥 
et 𝑐 =  1 +  2 +  3 +  4 +  5 +  6 +  7 +  8 +  9 −  𝑦 = 45 − 𝑦. 
Donc 𝑏 −  𝑐 =  (45 −  𝑥) −  (45 −  𝑦) = 𝑦 − 𝑥. 
Puisque 1 ≤ 𝑥 ≤ 9 et 1 ≤ 𝑦 ≤ 9 alors −9 ≤ −𝑥 − 1 et par somme −8 ≤ 𝑦 − 𝑥 ≤ 8. 
Puisque 𝑏 − 𝑐, qui est égal à 𝑦 − 𝑥, peut prendre des valeurs de −8 à 8, alors pour être un multiple de 4, il doit être 
égal à −8, −4, 0, 4 ou 8. 
Bruno et Crystel enlèvent chacun une boule parmi les 9 boules de leur sac et chaque boule a la même chance d’être 

choisie. La probabilité de choisir une boule est donc égale à 
1

9
. La probabilité de choisir deux boules (une boule de 

chaque sac) est donc égale à 
1

9
×

1

9
, c’est-à-dire 

1

81
. 

Pour calculer la probabilité demandée, on va donc compter le nombre de couples (𝑥, 𝑦) tels que 𝑦 − 𝑥 est égal à 

−8, −4, 0, 4 ou 8, et multiplier ce nombre par 
1

81
. 

Si 𝑦 − 𝑥 = −8, alors (𝑥, 𝑦) doit être égal à (9,1). 
Si 𝑦 − 𝑥 =  8, alors (𝑥, 𝑦) doit être égal à (1,9). 
Si 𝑦 − 𝑥 = −4, alors (𝑥, 𝑦) doit être égal à (5,1), (6,2), (7,3), (8,4) ou (9,5). 
Si 𝑦 − 𝑥 =  4, alors (𝑥, 𝑦) doit être égal à (1,5), (2,6), (3,7), (4,8) ou (5,9). 
Si 𝑦 − 𝑥 =  0, alors (𝑥, 𝑦) doit être égal à (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8) ou (9,9).  

Il y a donc 21 couples (𝑥, 𝑦). La probabilité demandée est donc égale à 
21

81
 soit 

7

27
. 

 
Exercice 2. 5 Partage d’un carré 
On considère un carré 𝐴𝐵𝐶𝐷 dont les côtés ont pour longueur 4. Soit 𝑘 un réel 

compris strictement entre 0 et 4, on considère les points 𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆 situés 

respectivement sur les segments[𝐵𝐶], [𝐶𝐷], [𝐷𝐴] , [𝐴𝑃] de manière que : 

𝐵𝑃

𝑃𝐶
=

𝐶𝑄

𝑄𝐷
=

𝐷𝑅

𝑅𝐴
=

𝐴𝑆

𝑆𝑃
=

𝑘

4 − 𝑘
. 

Quelle est la valeur de 𝑘 qui minimise l’aire du quadrilatère 𝑃𝑄𝑅𝑆 ? 
 

L’aire du carré 𝐴𝐵𝐶𝐷 vaut 16. Celle du quadrilatère est l’aire du quadrilatère 𝐴𝐵𝐶 moins la somme des aires des 
triangles 𝐴𝐵𝑃, 𝑃𝐶𝑄, 𝑄𝐷𝑅 et 𝑅𝐴𝑆. 



Comme  
𝐵𝑃

𝑃𝐶
=

𝑘

4−𝑘
. Alors il existe un réel 𝑥 tel que 𝐵𝑃 = 𝑘𝑥 et 𝑃𝐶 = (4 − 𝑘)𝑥. 

Comme de plus 4 = 𝐵𝐶 = 𝐵𝑃 + 𝑃𝐶 = 4𝑥, on en déduit 𝑥 = 1 et donc 𝐵𝑃 = 𝑘 et 𝑃𝐶 = 4 − 𝑘. 
De même, 𝐶𝑄 = 𝐷𝑅 = 𝑘 et 𝑄𝐷 = 𝑅𝐴 = 4 − 𝑘. 

L’aire du triangle 𝐴𝐵𝑃, rectangle en 𝐵 est donc égale à 
1

2
𝐴𝐵 × 𝐵𝑃 = 2𝑘. 

L’aire du triangle 𝑃𝐶𝑄, rectangle en 𝐶 est donc égale à 
1

2
𝑃𝐶 × 𝐶𝑄 = 

1

2
× (4 − 𝑘)𝑘. 

L’aire du triangle 𝑄𝐷𝑅, rectangle en 𝐷 est donc égale à 
1

2
𝑄𝐷 × 𝐷𝑅 =

1

2
× (4 − 𝑘)𝑘. 

Pour calculer l’aire du triangle 𝑅𝐴𝑆, on commence par  calculer celle du triangle 𝐴𝑃𝑅 qui a une base [𝑅𝐴] associée à 
la hauteur 4.  

L’aire du triangle ARP est donc égale à 
1

2
× (4 − 𝑘)4 = 2(4 − 𝑘). 

La base [𝐴𝑃] du triangle 𝐴𝑅𝑃 est divisée en deux  segments de longueurs 𝐴𝑆 et 𝑆𝑃 qui sont dans le rapport 
𝑘

4−𝑘
 . 

On a donc 
𝐴𝑆

𝐴𝑃
=

𝐴𝑆

𝐴𝑆+𝑆𝑃
=

𝐴𝑆

𝑆𝑃
𝐴𝑆

𝑆𝑃
+1

=
𝑘

4−𝑘
𝑘

4−𝑘
+1

=
𝑘

𝑘+4−𝑘
=

𝑘

4
. On en déduit que l’aire du triangle 𝐴𝑅𝑆 est égale à 

𝑘

4
 fois celle 

du triangle 𝐴𝑅𝑃 (puisque ces deux triangles ont la même hauteur, la distance de R à la droite (𝐴𝑃)). 

Cette aire vaut donc 
𝑘

4
× 2(4 − 𝑘) =

1

2
𝑘(4 − 𝑘). 

L’aire du quadrilatère 𝑃𝑄𝑅𝑆 est donc égale à 

16 − 2𝑘 − 3 ×
1

2
𝑘(4 − 𝑘) = 16 − 2𝑘 −

3

2
× 4𝑘 +

3

2
𝑘2 =

3

2
𝑘2 − 8𝑘 + 16 

Le minimum de cette expression, puisque 
3

2
> 0, est atteint pour 𝑘 = −

−8

2×
3

2

=
8

3
. 

 
 
Problème 2. 1 
A - Un résultat préliminaire 

Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois réels tels que ≠ 0 . 
On considère l’équation du second degré 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝟎, d’inconnue 𝑥. 

1. Démontrer que si cette équation admet deux solutions distinctes, alors leur produit est égal à  
𝑐

𝑎
. 

2. Démontrer que si 𝑎 et 𝑐 sont de signes différents alors l’équation admet deux solutions distinctes de signes 
différents. 

B - Extraction de décimales 

1. Soit 𝑥 un nombre réel.  
               On appelle partie entière de 𝑥 l’unique entier 𝑛 tel que 𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1. 

On note alors 𝐸(𝑥) cet entier 𝑛.  

Par exemple 𝐸(√2) = 1 et 𝐸(100√2) = 141. 
a. Donner 𝐸(10𝜋), 10𝐸(10𝜋) puis 𝐸(100𝜋 − 10𝐸(10𝜋)). 

b. Vérifier que 𝐸(1000𝜋 − 10𝐸(100𝜋)) = 1. 

 

c. Calculer 𝐸 (10𝑘𝜋 − 10𝐸(10𝑘−1𝜋)) pour l’entier 𝑘 = 6. 

2. On considère la fonction 𝐵 qui, à un réel 𝑥 associe le bloc des six chiffres qui suivent la virgule dans l’écriture 
décimale de 𝑥 affichée par la calculatrice. 
Par exemple 𝐵(√2) = 414213 et 𝐵(1,05) = 050000. 
a. Donner 𝐵(𝜋). 
b. À l’aide de la question 1, écrire un algorithme permettant d’obtenir 𝐵(𝑥) à chaque saisie de 𝑥 par un utilisateur. 

C - La fonction « Password » 

L’administrateur d’un site internet a créé un petit algorithme utilisant la fonction 𝐵 précédente afin de générer 
automatiquement le mot de passe d’un utilisateur en fonction de sa date de naissance.  

Pour la suite, 𝑗 désigne le jour, 𝑚 le mois et 𝑎 l’année de naissance de l’utilisateur. 
 



1. On considère l’équation (E) : 𝑗𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1 890 − 𝑎 = 0. 
Démontrer que, compte tenu des valeurs possibles pour 𝑗, 𝑚 et 𝑎, cette équation admet deux solutions distinctes de 
signes différents. On notera, par la suite,  𝑟(𝑗, 𝑚, 𝑎) la solution positive de cette équation. 

2. On considère la fonction suivante :  

Fonction Password(𝑗, 𝑚, 𝑎) 

         𝑟 ← 𝑟(𝑗, 𝑚, 𝑎)) 

         Renvoyer(𝐵(𝑟)) 

a. Que renvoie la fonction Password pour Mileva qui est née le 19 juin 1974 ? 
b. Justifier que cette fonction permet toujours d’obtenir un mot de passe. 
c. L’administrateur a décidé, pour des raisons de sécurité, que le mot de passe 000000 est interdit. 
(i) Zinedine est né le 1er décembre 1998.  
Vérifier que, dans ce cas, la fonction Password donne le mot de passe interdit. 
(ii) Albert, qui n’est pas encore centenaire, a son anniversaire le fameux « Pi Day », c’est à dire le 14 mars. Sachant 
que la fonction Password lui attribue le mot de passe interdit, combien de bougies va-t-il souffler cette année ?  
 
Éléments de solution 

 
 A- Un résultat préliminaire  
1. et 2. Démarche algébrique élémentaire.  

1. Extraction des décimales  
a. (𝟏𝟎𝛑) = 𝟑𝟏 ;𝟏𝟎𝑬(𝟏𝟎𝛑) = 𝟑𝟏𝟎 ; 𝑬(𝟏𝟎𝟎𝛑 − 𝟏𝟎𝑬(𝟏𝟎𝛑))  = 𝟒 .  

b. Simple vérification.  

c. Pour chaque entier 𝑘 ≥ 1, 𝐸(10𝑘𝜋−10(10𝑘−1𝜋)) fournit la 𝑘-ième décimale du nombre 𝜋 lorsque l’on considère son écriture 
décimale.  

Pour 𝑘 = 6 on obtient la sixième décimale de 𝜋, donc 𝐸(106𝜋−10(105𝜋)) = 2  
2. a. 𝑩(𝝅) = 𝟏𝟒𝟏𝟓𝟗𝟐.  
b. Un exemple possible d’algorithme  
 
𝑘 est un nombre  
𝑥 est un nombre  
𝐵 est une liste de nombres  
Pour 𝑘 allant de 1 à 6  
𝐵[𝑘] prend la valeur 𝐸(10𝑘𝑥−10(10𝑘−1𝑥))  
Fin Pour  
Afficher 𝐵  
B- La fonction « Password »  

1. Sachant que le doyen actuel de l’humanité n’a pas plus de 127 ans, l’année de naissance d’un individu encore en vie est 
nécessairement supérieure à 1890.  
 
Comme 𝑎 > 1890, 1890 − 𝑎 < 0 ;  

De plus 1 ≤ 𝑗 ≤ 31, donc les coefficients 𝑗 et 1890−𝑎 dans l’équation  𝑗𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1 890 − 𝑎 = 0 sont de signes opposés. Par 
conséquent cette équation admet deux solutions distinctes de signes contraires d’après la partie A.  
2.  
a. On résout l’équation 19𝑥2 + 6𝑥 − 84 = 0 qui admet bien une solution positive unique 𝑟. 𝑟≈1,950655329, donc pour Mileva, 
la fonction « Password » renvoie 950655.  

b. D’après la question C- 1, l’équation 𝑗𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1 890 − 𝑎 = 0admet deux solutions distinctes de signes contraires : il 
existe donc une solution positive et la fonction « Password » permet toujours d’obtenir un mot de passe.  

c. i. On résout l’équation 𝑥2 + 12𝑥 − 108 = 0 qui a pour solution 6 et −18.  
La solution positive étant 6, la fonction « Password » donne bien 000000.  



 
ii. On cherche donc à déterminer des valeurs possibles de 𝑎.  
Il suffit de s’intéresser aux équations du type 14𝑥2 + 3𝑥 + 1890 − 𝑎 = 0  et de déterminer les valeurs de 𝑎 qui donnent une 
solution entière.  
Posons 𝑐 = 𝑎 − 1890 et considérons l’équation  14𝑥2 + 3𝑥 − 𝑐 = 0. 
 𝛥 = 9 + 56𝑐, avec 0 < 𝑐 ≤ 128.  

La solution positive de cette équation est 
−3+√∆

28
.  

il suffit de faire un balayage avec 𝑐 variant entre 1 et 128 avec un pas de 1 pour obtenir les solutions entières :  
Il y a donc deux possibilités : 𝑐 = 17 ou 𝑐 = 62 ; or Albert n’est pas centenaire, il est donc né le 14 mars 1952 : il a donc 68 ans le 
14 mars 2020. 
 

 


