Pépiniere de mathématiques décembre 2010 — Corrigés

Theme 1 : fonctions et équations

1. Puisque le produit est de degré 3xem, z, on est porté a manipuler les 3 équations pouwutyire
des termes de degré 3. Cubant la premiere équatianouve :

XC+yY+Z7+3Xx W3y %3y #32Zy3 X723 2ZX6 xyz2© (A)
En multipliant la premiére par la deuxieme équat@mmobtient :

XCHY+Z+Xyw ¥ V2 2y k€ Zx1 (B)

Laissons la troisieme équation inchangée :

X+ y'+ 2 =15, (®))

En calculant (A)- 3(B) on obtient :—2(x3 +y3+ 23) +6 xyz=-36
Dou xyz=-1.

2. Soitf la fonction définie sufl;+eo[ par f(x) =4v/x—/x+1-+/x-1.
F est dérivable su]1;+oo[ et f (x) :i_ 1 1

\& 2\/x+1_ 2\/x—1'
f'(x)>0<= &3 -1 - x++ ¥+ x

En élevant au carré (des nombres positifs), on enbtildx’*-16> 24/ X —1 soit

7X2 =8> xJ ¥ -1.

En élevant de nouveau au carré (on se pIac@Jsu:po[), on obtient : 48x* —111*+ 64> ( et

7x*—8> 0. Les solutions de I'équatiod8x* -111*+ 64= ( (toutes les deux positives) sont

_\/111+\/§3 _\/111—\/?3 \/111—\/338t \/111+\/?3
96 96 96 96
Un tableau de signes et I'étude de la positionegdestlutions par rapport a 1 conduit a un minimum

e /111+\/?3_
26

3. L’équation s’écrit

1 _ (yz+4(y+1)
x+2  2(z+2)(y+ 2
Si oux, y etz sont des entiers strictement positifs tels que4, le membre de droite est toujours
supérieur ou égal a 12.

Si x> 4alors xy> 4et le membre de gauche est inférieur ou égal aillhetpeut y avoir égalité.
Donc il n'y a pas de triplet solution telle gxe= 4et vu le réle équivalent joué party, il n’y a
pas de solution telle qug> 4.

Les triplets solution sont donc a chercher parmxdels quex<4 et y<4. On doit méme avoir
aussixy< 4 ( d’aprés la relation ci-dessus ).

Pour x=1, on ne peut envisager que=1 ou y=2 ou y=3, lesquels conduisent respectivement a
z=4,2z=10,z=28.

Pour x=2o0n ne peut envisager qye 1 qui donne = 10

Pourx = 3 on ne peut envisager que 1 qui donne = 28.

soit z(4- xy) = 4( xy+ x+ Y

Il'y a donc 5 triplets solution : (1,1,4) (1,2,1@)3,28) (2,1,10) (3,1,28). On peut vérifier quesi
échangec et y dans I'un de ces triplets on retrouve unetetadplets.



4. On peut vérifier queP(x) ne peut étre un polynébme du premier degré, c'ebtea-'un des
polyndmest, x + 1,x—1, =X, x+ 1, =x — 1.
Si P(x) est de degré 2, on peut trouver deux reekst b appartenant a {0, 1, — 1} tels que
P(x)= X+ ax+ k. De plusb# Ocar le coefficient constant d€ - x+1 .

En essayant de divisef — x+1 avec différentes valeurs deet deb, on constate que, pour avoir un
reste non nul, on doit prendee=-1 etb=1.

On trouve anrs><8—x+1=(x2— x+1)( X+ Xx— X- >?+1).

5. CommeQ(x) est un polyndme de degré B(x) doit étre un polyndme de degré 2.
On cherchen, B,y réelstels queP(x) =axX +Bx+y.
Alors Q(x) = 0(2>(‘+20(23x3+(0([32+ 20 2y+0([3) x2+(mBy+[3 2) Xt oy 4 By+y .
Donco®=1eta =1 oua =-1. On obtient donc :
y+By+y=13eta=1ou-y+pBy+y=13et a =-1.
L’ensemble des triplets solutions est donc :

s={(1119 (1~ 13 1( & 1339, 111016, 123 (¢ .- 5-1) (-1131} (- & 15 I}

6. On essaye de voir ce qui se passe progressivement :

. . Vs . x+1 .
Sion a 1 fraction, 'équation egt=—— soit X" —x-1=0 (avecxz0).
X

2x+1
X+1

Si on a 2 fractions, I'équation est= soit x> - x—1=0 (avecx# 0 et x#-1).

. . . . 3x+1 . 1
Si on a 3 fractions, I'équation est= 1 soit x¥*—x-1=0 (avecxz0, xz -1 et x# _E)'
X
Notonsu, le second membre de I'équation lorsqu’il contiefitactions successives :
_X+1 _2x+1 _3x+2
1= ’ u2 - y 3 = .
X x+1 2x+1

Posonsk, =0, F, =1, F,=2, F,=3, F, =5 c’est-a-dire tout terme de rang supérieur ou agal
est la somme des 2 termes précéderfis=F,_, +F_, pour n>2 ( cette suite est une suite de

Fibonacci ).
Un raisonnement par récurrence permet de génédraéisgui est constaté sur les premiers rangs.
I:29)(-+_ F28

Donc I'équation proposée qui est=u, est équivalente ax=
I:28)(-|-|:27

et équivaut a

F28X2 + ( Fyr = F29) X=Fy=0
Or d’aprés la définition de la suifé=,) on aF,, - F,,=~F,, ce qui permet de simplifier pd,, et
on retrouve I'équation® - x-1=0......

7. Dans tout I'exercice on supposexa< y< z, les autres tripletsx( y, 2 solutions s’obtenant par
changement de l'ordre.

Partie A

Siy = 0 nécessairement = 0 et en reportant dans I'équation on obtient O ; ce triplet
(%, y,2=(0,0,0 convient effectivement

Siy =1 alors soix =0 et 1 +z = 0 ce qui est impossible, sait=1 et 2 +z = z qui est aussi
impossible.

Donc en dehors du triplet solution (0,0,0), ornt deoir y> 2



(et doncx>1 car six =0 il fauty + z= 0 ce qui est impossible a réaliser).

L . X+y
On peut alors écrire, puisquey>2, z= 1
Xy —

fonction f définie sur}l;ﬂo{ par f(u)= ury
y uy—-1

; on vérifie (en dérivant par exemple) que la

: - 1
est strictement décroissante s}fﬁo{ et
y

1 L
comme suil>— on peut ecrire :
y

pour toutx>1, f(x)< f(1) .Or f (1) = yl_g ,¥72

y-1 y-1
Comme y >2, nécessairemernt <3 (avec egalité si et seulemeniyst 2) et comme par ailleurs
y<z,iln'yaque 2 possibilités :
soit z= 3 ce qui exigg = 2 et I'équation initiale devient+ 5 = 6 soitx = 1, et le triplet (1,2,3)
convient effectivement
soitz=2 et on a encong= 2 (car X y< z) ce qui donne + 4 = 4x soit x = 4/3 qui n'est pas
un entier naturel
Finalement, a I'ordre prés syry, z, il n’y a que 2 tripletsy, y, 2 solutions : (0,0,0) et (1,2,3).

Partie B

. On va utiliser exactement la méme méthode que lpquartie A.
Puisquen>1, le triplet (0,0,0) n’est pas solution et un raisement analogue au précédent montre

. , X+y+n

que nécessairement> 2 et x>1, doncxy> 2 et z=—l
Xy —
_uty+n

On définit la fonctionf sur }—;+oo{par f(u) . F est strictement décroissante sur
y

uy-1

}i;ﬂ{ donc pour toutx>1, f(x)< f(1).Or f(1)= y* rl+1=n+3—(n+ Z)L
y y-1 y-1

Commey>2o0n az< n+3 (avec égalité si et seulemenyst 2) soitx< y< z< nt+3.

. Imposer z =n + 3, c’est imposer que le plus grand des nomkygs zestz et cela exige (lorsque

par ailleursx< y< z) quey = 2.

L’équation devientx+2+ n+3+ n= 2x n+ 3 qui donnex = 1 si on imposex < y.

N

Si on n'impose plusx<y (X ety sont cependant encore inférieurs ou éganx+a3 =2) on peut
avoir aussiy <xqui donnera évidemmengt= 1 etx = 2, et donc il y a 2 tripletx(y, 2 solutions
telles quez=n+3:(1,2n+3) et (2, 1n+ 3).

On essaye de voir ce qui se passe pour les plitegpedleurs de :

Sin=1, I'équation s’écrik +y + z+ 1 =xyz

D’aprés la question a. on a&d/< z etonveutz< n+3. Orn+ 3 =4, doncz<3 et

soity = 2 qui donnx +z+ 3 =Xz; orz=2 ouz= 3: dans les 2 cas cela conduit a une valeur non
entiere de&, donc c’est impossible

soity = 3 et donz = 3 ce qui donn& + 7 = X qui conduit encore a une valeur non entiére dé
donc c’est impossible :

ainsi poum = 1 I'équationx +y + z+ n = xyzn’a pas de triplet solutiorx(y, 2 avecx, y, zentiers
naturels strictement inférieurma+ 3.

Sin=2, I'équation s’écrik +y +z + 2 =xyzet, ...... coup de chance, on voit que le triplet

(2, 2, 2) est solution. Or, dans ce cas r2+3 et donc la plus petite valeur meherchée est = 2.



Théme 2 : géométrie

1. Le carré de la balancoire

On commence par identifier la région a utiliserslncarré.
La plus grande longueur dans un carré étant seton *|,
diagonale, on aura la plus longue planche possibtn la
centre le long de cette diagonale. Sole c6té du triangle
rectangle isocéle formé par la planche et le copeseury

le cb6té du triangle rectangle isocéle formé parcéén
inférieur etl la longueur maximale utilisable dans le carré. )

Le théoréme de Pythagore permet de trou«/eri.

42

Commex+ yzg—f, on trouvey:\/i puis| =2.

Si on regarde maintenant la balancoire de c6té,eRQa

demi-longueur au sol donc vaut 1. Le sol et la ¢i@nétant

tangents au cercle, la longueur RS vaut égalememial
longueur maximale de la planche correspondra dote :
longueur au sol plus un arc de cercle allant duntp8i a

l'autre point de tangence de la planche. On daiicdoouver

'angle au centre de cet arc de cercle.

2

En appliguant le théoreme de Pythagore, on trolrR= —

N

Cette valeur étant le double de la longueur PQrodéduit que I'angleP/Q\R mesure 30°.
Le triangle SCP étant « semblable » au triangle P&@les de méme mesure), on a:

, ce qui donng =2-+/3 ;

- sirdésigne le rayon du cercle, al Lo T
e T
NI
- langle PCSmesure aussi 30°. L’angle au centre cherché et der60° et I'arc de
cercle correspond alors a 1/6 de la circonféreniceetcle.

1 n(Z—\/é)
La longueur de l'arc de cercle est deéqs 2nr :T'

n(Z—\/é)m-

La longueur de la planche étant celle au sol plle de I'arc de cercle, elle vaut doke

2. Un quart, un demi et un complet



Les rayons étant perpendiculaires aux points
tangence, on peut placer deux rayons sur un mé
segment pour relier les centres de deux cerc
Soit r le rayon cherché du petit cercle. L
théoreme de Pythagore permet d’écrire :

(1+r)2 =a’ +(1—r)2 d'ot a® = 4r
(4+r1)° =b?+(4-r) d'oti b? =16r
a+b=4 (longueur du segment en pointillés dai

le triangle rectangle « 3, 4, 5 ») . _ -
On en tire le systeme suivant : oy

b=2a : 4 8 . 4
puisa=—et b== dour=—.
atb=4 3 3 9

. a. On note BAC la mesure de I'angle géométrique des demi-drphiB} et [AC) et P, P’ les points
de contacts de &t G avec l'une de leur tangente commune extérieugagelie coupe (€D,) en |.
Tout d'abord si M = P alors M' = P': en effetserplacant dans des triangles isocéles,
@:é(n-@)amzé(n-@) etdonc@w/-@:n-%(@w/@g .

Or (PQ)//(P'0y) donc PO, A+ P'Q, A= .

On en tireP/ATi"zg )

Comme la droite (PP") (qui est une droite (MM"tjzaltiere) passe par le point |, intersection
de (PP’) et de (€D,), on peut se demander si toutes les droites (MBont pas passer
aussi par .

L’outil mathématique assez naturel a introduireadmts I’'homothétie (définition et image
d’une droite, d'un cercle). On considere alors fitathétieh de centre | et transformant ©n

O,. On montre alors qub(C,)=C, eth(P)=P"

Soit alors A’ le point diamétralement opposé a AGu On montre queh(A) =A". Alors,
comme [AA’] est un diamétre d&,, (A’'M’) est perpendiculaire a (AM’) et comme (MAst



perpendiculaire a (AM’) on en déduit (A’M’) et (AMjont paralleles ce qui permet d’établir
queh(M)=M". On en déduit que I, M et M' sont alignés, c’eslira (MM') passe par |.

. On montre que (BM)//(AM") et donc que BMM'A est liapeze. Or ©et J sont les milieux
des c6tés non paralléles, donc (en utilisant pamge la réciproque de Thalés),p/(AM").
De méme puisque (AM)//(A'M") donc AMM'A’ est unpeze avec @et J milieux des 2 cotes

non paralléles donc (Q)//(AM).

Soit g 'homothétie de centre | telle qg¢B) = O,. Comme (QJ)//(AM')//(BM), on a
g(M)=Jet, comme car (£)//(AM), on ag(A)=0,.

Quand M décriC,-{A;B}, le lieu de J esg(C;-{A;B}) soit g(Cy) —{g(A); g(B)} c’est-a-dire
9(Cy) - {01;,02}.

Or g(Cy), image du cercle de diamétre [AB] est le cerda@metred(A); g(B)] = [010] et
donc le lieu de J est effectivement le cefeiale diameétre [@D,] privé de Q et Q.

L’aire du triangle MAM’ vautw. maish(B)=A, h(M)=M"et h(C)=C, donc

AM' :%XBM et I'aire du triangle MAM’ sera maximale si eutsment siAM xBM ou

encoreAM *>xBM ? est maximale ( car la fonction carré est strictenoeoissante stR") .

CommeAM? +BM *=4R?, il s'agit de maximiser le produit de 2 nombresitifs dont la
somme est constante : le maximum a lieu lorsqu2 tesmbres sont égaux (on peut le
retrouver en faisant un petit tableau de variatierta fonctionx — x(4F§2 - >§)

Donc le maximum de l'aire est obtenu lorsd\M ? =BM * =2 R?, c'est-a-dire lorsque
AM = Rix/f ce qui donne deux positions du point M : les asod'intersection de &t de
la perpendiculaire §0,0,)en Q.

. a. Sile point O est en A, d’aprés l'inégalité
triangulaire on aAJ < Al +1J doncAJ< 6
et Al <AJ +JI doncAJ> Al-I1J d'ou AJ> 4.
J est dans la couronne circulaire délimitée par les
cercles de centre A de rayon 4 et 6.
Réciproquement, tout point L situé dans ce
couronne est effectivement une position possil
d'un point J, celui correspondant a un point lqted
Al = 5 et LI = 1, c'est-a-dire a un point | situé
I'intersection des cercles de centre A, de rayat &
de centre L, de rayon 1. Donc lI'ensemble D est
totalité de la couronne circulaire ci-dessus.
b. Lorsque O décrit le segment [AB], I'ensembledX translate » et I'ensemble E est constitué de
la couronne déja citée, de la portion de disque lAK&n forme de croissant » et de la portion de
plan délimitée par la courbe PQcNMb.
L’aire de cet ensemble E est donc celle d'un disbpueayon 6 + celle d'un rectangle de cbtés 4 et
12 - celle de la zone délimitée par la courbe AKBL} soi
2
7t>;4 _ ax 4\/3]

2
A(E) = 361 +48- 2(2x“"4 .

5 A’*BKJ soit A(E) = 36r +48- 2[ 2x



C'est-a-direA(E) = 7—36n +48+8/3 .

. a. La fonctiorf définie parf(M) = 1/3 pour tout point M du plan vérifie éviderent la propriété P.

b. On trace deux cercles €t G de centres respectifs M et N et ayant le mémenrdyl : ils se
coupent en deux points Cet D et la droite (CD)astédiatrice de [MN] et aussi les triangles CMN
et DMN sont équilatéraux et isométriques.
Soit | le milieu de [MN], c'est-a-dire
I'intersection des deux droites (MN) et (CD)
Le cercle G de centre N et de rayon N
coupe les segments [NC] et [ND] en leu
milieux respectifs J et K.

Les droites (MJ) et (MK) sont donc le
bissectrices des angles en M des triang

CMN et DMN et ainsi JMK =60° et
MJ=MK.

On considére alors les points A et B comn
les intersections respectives du segment [C
avec les segments [MJ] et [MK].

MA ZEMJ et MB ZEMK .
3 3

Le triangle MAB est donc isocéle et I'angle en Msare 60° : il est donc équilatéral.
Comme NA = MA et NB = MB il en est de méme poutriangle NAB.

Si f vérifie la propriété (P), en considérant les 2rgles équilatéraux mis en évidence dans la
question précédente on peut écrir¢M)+ f (A)+f(B)=1 et f(N)+f(A)+f(B)=1 et donc
f(M)="f(N).

D'aprés la question b, Biérifie la propriété (P) dés que M et N sont dists on f (M) = f (N),
donc en prenant un point O particulier du plan,rgout point M, on af (M) = f (O).

La fonctionf est donc une fonction constante prenant la vateurf (O) telle que3k = 1.

Réciproguement il a été vu a la question a. quenation f constamment égale a 1/3 vérifie la
propriété (P) : c'est donc la seule.

. On utilise l'idée précédente : soit M et N deuxnp®idistincts : il est alors possible de construire
deux losanges MIJK et NIKJ (la figure correspond moitié d'un hexagone régulier) :

Donc K i
f(M)+f(1)+f()+f(K)=F(N)+f(1)+f(3)+f(K)=1

etdoncf (M)=f(N).

La fonction f est donane fonction constante sur le plan

constante ne peut étre que 1/4. i . "

Réciproguement la fonctiohconstamment égale a 1/4 vérifie évidemment la pEtgpI(P) : c'est
donc la seule.



Théme 3 : équations fonctionnelles et sommes

N.B. Quand on parle de fonctions, il y a des quaricateurs partout. lls sont parfois omis

dans ces éléments de solution, mais c’est une nggtice coupable.

. Pour commencer, f est _njective (définiion & donner): di(n)=f(p),

alorsf (f(n)) = f(f(p)), cest-a-diren=p. Etf est sans point fixe : sif (n)=n, alors
n+1=fo f(n)=n. Enfin, pour  tout entier  n, on peut écrire
f(n+1)= f(f o f(n)) = fo f( f(n)) = f(n)+1 (qui entraine la croissance fie

On ne peut avoif (0) =0, carf est sans point fixe. On ne peut avio(0) =1, car alors
f(1)=f (f (O)) =1, or f est sans point fixe. Enfin,f (0)=k >1conduit a f (k)=1 et

simultanément (k) = f (k-1)+1, ce qui donne f (k-1)=0 et commef est strictement

croissante, on aboutit a une contradiction. Il is&x pas de fonction satisfaisant la condition
proposeée.
. Donnons-nous un réey quelconque et son imag& = f(y). La propriété def donne:

f(0)=1-f(y)-y. Appliquant cette derniére relation =0, on obtient f (0) :%.
Finalement, il reste a vérifier que la fonctiodéfinie par f (x) = % — Xconvient bien.

. Il se passe quelque chose autour de 1 000. Cakglegiques images :
f (1002 = 999f ( 1001= 998,( 1098 997,

f(999) = f (f(1004)=f ( 1000= 998,( 99& f(f( 10p3=f( 1008 9
f(997)=f(f(1003)=f( 999= 998 ( 996 f(f( 10PE=f( 998 997.

Il Ny a plus qu’a établir que 998 et 997 sont &araance les images des entiers inférieurs a 1 000

. On montre que les solutions sont des bijecti@®inition a donner) de}0,+ 00[ sur ]O,+ 00[. En
effet, si f(a)=f(b), alors af(1)= f(lf(a)): f(lf(b)): bf(Jet comme f(1)>0,
a=Db. Doncf est injective. Pour montrer qu’elle est surjectior se donne un réel posiifet on

lui cherche un antécédent. L'égalité[lf [ f)(ll))]: f{l) f(l) en fournit un. On note que

lantécédent de 1 est 1 (cdr(x) =1 donne f (1f (x)) = xf (1), ou encoref (1) = xf (1), d’ou le

résultat.
On remarque que, pour toux>0, f(xf(x)): xf( ¥, égalité qui montre que tous les

xf (x)sont des points fixes dd. Si x est un point fixe def, de f(x)=xon tire
f(x2) = f((xf(x)) = xf( X = Ret on déduit que toutes les puissances naturefiessont des
points fixes. La condition de limite est contradiot avecXx >1. Si X <lest un point fixe dé on

montre que—est également un point fixe, supérieur a 1, centpst pas possible. Le seul invariant
X

est donc 1. Donc, pour todf le nombre xf (x) qui est invariant, est égal a 1. Donc une seule
fonction convient : I'inversion.



5. En prenantx = f(y), on obtient f (0) = f (x) + x2—1, ce qui permet de calculer limage de tout
réelx qui est lui-méme une image. Ce n’est pas fini, eut décrire 'image de tout réel...
On applique la propriété ay=f(0)=a : f(x-a)=f(a)+xa+ f(x)-1, ou encore
f(x-a)-f(x)=r+ f(a)-1. Cette derniére écriture prouve que(x-ao)- f(a)prend
toutes les valeurs réelles, ou encore que pouréelt il existe unx tel quez= f(x-a)- f(a).
Pour tout réet, on peut a présent écrire :

()= 1( 1(x-a)- 1(x)= f( () + ) {3+ { {oea))-2

f(Z):c>(+1—(f(x))2 0(+1—(f(x—0())2_1

2
f(z):a—(f(x_a)z_ f(x))zza_%Z

On peut a présent utiliser le premier résultat malculer f (O) puisque nous savons que 0 est une

+ f(x-a) f(X+

. . _ X2
image. On trouvef (0) = 1et la fonction solution estx — 1—5.

6. On commence par trouver qudf (O))2: 2f (0, qui donne f (0) = Oou f(O):%. Cette

. . e 1
derniére hypothése conduitfa(x) =  pour toutx.

Nous cherchons donc les solutions telles §y@) = 0.

Pourz ett nuls, on obtienf (x) f (y) = f(xy), et pourx= z, (f (x))2 = f(x?), qui prouve que
tout reel positif a une image positive pdr La propriété def conduit aussi a
(F(x)+ F()( )+ 1(9)=(F(R+ () Y+ (-}

et donc a (f (x)+ f(z))( f(t)- f(—t)) =0. On trouve donc que les solutions non
identiquement nulles sont paires.

Si une fonction non identiquement nulle vérifigx) f (y) = f(xy), onaf(x) f(1) = f(x) et
donc f (1) =1

On essaie de trouver les images des entiers. @uetrg1+1)(1+ ) = f (1+ 3+ f (& ), d'od

f (2) = 4. On établit par récurrenapue pour tout entier, f (n)=nz2.

Ce résultat s’étend facilement aux nombres ratispea utilisant f [BJ f(a)=f(p).
q

Il reste a étendre ces résultats a 'ensemble detores réels (positifs, ici, mafsest paire) en
approchant les réels par des suites de rationoelsjui pourra se faire si on montre duesst
monotone (croissante) sRf.

Pour cela, on cherche a écrire des égalités dereeff (a) - f (b) =...
(f(x)+ f(z))2: f(se— 2)+ f(2x3et (f(x)+ f(z))2: f(>+ 2), obtenues en faisant
X=Y,z=t puis X=Y, z=—t, fournissent f (x2+ 2) - f(2- 2) = f(2x3. Nous sommes

sur la bonne voie...



2010
S1.S=) k_%;ml_z 021 05
k=1

S'=(1-22)+(F- #)+ .+( 2008- 2019 doncS':liT(Z -7 -(2i)°].
=1
Or , pour tout entigjr: (2] —1)2—(2j)2 =1-4=-(3-1- (2 .Donc:
1005 1005
S'= {2 2 j- l+221}
j=1
1005 1005

Or > (2j -1) est la somme des entiers impairs de 1 a4 2009 2j est la somme des entiers pairs
C =

de 2 a 2010.
1005 1005

Donc »'(2j-1)+) 2] =S et S'=-2 021 05
j=1 j=1

. . . 50%51
S 2.La somme des 50 numéros est €g 3 =1 275.
Si la somme des jetons de chaque paquet fait y& donc 17 paquets (X775 =1 275)
Une solution : 13 paquets de 2 jetons : {25,50%,49},{27,48},...,{36,39},{37,38} et 4 paquets
de 6 jetons : {1, 2,3, 22, 23, 24}, {4, 5, 6, 19,21}, {7, 8, 9, 16, 17, 18}, {10, 11, 12, 13, 115}

S3
On a représenté ci-contre, en vue de dessus,bescle 3 n°1 n°2 n°3 n°4
couche inférieure dans les constructions sucoessiv [ ] S N N
Soita, le nombre de cubes de la couche inférieure dans la \\
construction a étagesa;=1;8=1+2=3;a=1+2 A
+3=6. N

On peut remarquer que pour ajouter 1 étage a plerta 1 cube 3 cubes 6 cubes 10 tubes

construction a 3 étages, il faut d’abord placeaaude
cubes que dans la couche inférieure de cette derciigst
a direas et rajouter 4 cubes en diagonale. On a dnrc
azst4=1+2+3+4etainsi de suite....

an=-1+2+3+. J%l)

k=n
a) Le nombre de cubes de la construction&ages es§, = z a, donc
k=1

S = k”k(k+1)__Zk2 Zk
or $%2 = N(n+1)(2n+ 1) SN+ (o s = n(n+1)(2n+1) n(n+1)
k=1 6 k=1 2 12 4
_n(n+l)( 2n+1 v v« _N(n+1)(n+2)
S = 2 ( : +1jdou.8n——6

n(n+ 1@2 h+2)_ — 100n

aytat..+a,=100n = n(n+1)(+ 2) =600

b) ay+a+ ... +a,=100n =



a+a+ ... +a,=100n - n[n’+ 3n—598] =

Commen est un entier naturel non nul, les solutions diblgme sont les entiers positifs de
I'équation :

n”+ 3n—597 = 0.

Cette équation a deux solutions qui 39735_49: 26 et —>F 49 o
Vérification
Dans une construction a 23 étages, le nombre desagi @—%4)(25— 2 300

et 2 300 = 10& 23.
La construction a donc 23 étages.

S 4.Le mois d’avril a 30 jours.
La somme versée au gagnant seraitx 300 000 soit 9 millions d’euros.
Mais le gagnant devrait verser a son tour une sopmeuros egale a

0 29 _
l+2+4+...+23: 11+2+2'a+...+2°).0r2 L
100 100 100 100 10 100

231 _

2% = 2><( 210)3 et 2°°=1 024donc 2 >10° et 2°' > 2x1C. D'ou 12 2x10 .

La somme a reverser serait donc supérieure a li®maid’euros...

En revanche, le mois de février 2011 a 28 jours.
La somme versée au gagnant seraitx 380 000 soit 8,4 millions d’euros et ce dernierrdé

. -1 . . - ,
reverser une somme en euros egagel—g\o— SoIt un peu moins de 5,4 millions d’euros ...

2 n
S5. PosonsS, :1+§+(gj +...+[—4j :

3
4 n+l
— _1 n+1 n+l
&) g T
S =-~——=3||=| -1|.Comme->1lim|=| =+ donclim§, =+ow.
ﬂ_l 3 3 N—co N— o
3
La sommel+— +( 3} +. +[—j + ...ne désigne donc pas un nombre (réel) alors quEgkd#és
4 4
58——+( J ( 3) +... puis 38 S-1 s’appliquent a des nombres. D’ou le résultat
absurde.

S5. Soitn un entier supérieur ou égal a 1.

1. Soit 2n + 1 entiers naturels consécutfs ay, ..., ax, . Simest le plus petit d’entre eux, cas21
entiers sontmm+1,m+2, ...m+nm+n+1,...m+2n.

Zak Z(m+ K) = znm+ink=( n+1) mw soitiak :%jm“‘)

Sa=S(menep=3(m )43 ke g m )w+”‘” Y soit 3 5, =MEM D

=n+l k=0 k=1 =n+l



Zak Zak (n+1)(2m+ = 2 m 31 1)

k=n+1

(n+1)(2m+ nN=n2m 3n D= 2mr h+ 2m a 2 mh 3%R
DonCZak Zak«: m=If.

k=n+1

En conclusion : Il exister2+ 1 entiers naturels consécutis ay, ..., axn tels que Zak z a,

k=nt+1

si, et seulement sk, est un carré parfait. Le nombre d’entiers consfscest alorsz\/%+1.

2. Avec les notations de la question 1 :
n k=n k=n k= n ke n
dag=y (m k) =3 nf+y (2mp+) K
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
= k=n ke n ke n
et - af =3 (m+ne K=Y (me i +> 2( m h kD K
k=1 k=1 P=x}

or: St =(neayt, $amkeant e mi v et S 102N+

6
Zak Zak e (mM+(m2Ad- N=0- nF2 A+
k=n+1
S6. S S S S 1
Ix2 2x3 X 4 99& 999 999 10(
k=999 k=999 1 k=999
Z r,pourtoutentiek:#=—1——1.Donc:sz 1 1
— k(k+1) k(k+1) k k+1 = k = k+1
k=999 1 k=lOOOl
Remplagons + 1 park dans la derniére sommey . ——= > =.
o k+1l o K
Donc : S:1—i
1000




Théme 4 : probabilités, nombres, combinatoire

2010

1. Pour lan-iéme journée du mois, le nombre de minutes cmam.
n n

. 2010 2010 2010 201(
On doit donc calculer la somme—+ + +....+

2x3 3x4 &5 77 2% 3(
(il'y a 28 jours en février 2010... ce n’est pas année bissextile !)

En mettant 2010 en facteur on obti@@l L + L + L + ...+ L )
2x3 3x4 4x 5 2% 3

1 _(n+2)-(n+1) _ 1

Or, pour tout entien non nul,n+1— nt o (n+2)(n+1]) - (m29(nrd

La somme vaut donﬁOlC{%—s—loj , ce qui donne 938 minutes.

2. Notons, poum>0:
g,le nombre de chemins de P a Q ayaftéches,

a, le nombre de chemins de P a A ayafieches,

b, le nombre de chemins de P a B ayafiéches,

p,le nombre de chemins de P a P aysitéches,.

Ona:q,=a,+p, (1), a=p, (@), b=0,0Q) e p=b_,+q,4)

Grace a (1) et (2) on trouveq, = p,_, + p,, (5)

Grace a (3) et (4) on trouvep,=q_+q,_, (6)

Grace a (5) et (6) on trouveq, =0q,_, +20q,,+ ¢, ,, pour toutn>4 (7)

Or q,=0, g =1, g,=1, g, =1. En utilisant la relation (7), de proche en proaretrouve
g, =116.

3. Siddivise35n+ 7et 2In+ 4, alorsn divise (35n+7)-( 2+ 4 c’est-a-direldn + 3.
Sid divise 2In+ 4et 14n+ 3, alorsn divise (2In+ 4) —(14+ 3J c'est-a-dire7n+ 2.
Sid divise 14n+3et 7n+ 2, alorsn divise (14n+ 3)—( Tn+ 2 c'est-a-dire7n+1.
Sid divise 7n+ 2et 7n+1, alorsn divise (7n+2)—(7n+ 1) c'est-a-dire 1.

. ) + o, )
Le seul diviseur commun 35n+ 7et 2In+ 4 est donc 1 et la fract|o+§5n—+7 est irréductible.

4. a. En posans=28a+ 30b+ 31c oua, b, c sont respectivement les nombres de mois de 28,300
jours : on a immédiateme8(a+ b+ ¢) < s< 31 a+ b+ ¢.
D'ou
sia+b+c<11 alors s<341< 36t et sne peut étre égal a 365
sia+b+c>14 alors s> 392> 36t et sne peut étre égal a 365
si a+b+ c=13, la plus petite valeur deest 28 x 13 = 364 (obtenue paur 13,b =c = 0) : pour
obtenirs = 365, il faut augmenter cette plus petite valelonc diminuera de au moins 1 et
augmenter b + ¢ de au moins 1seta augmenter de au moins 2 (dans le cas ou un aeoR8
devient un mois de 30) et dépassera ainsi 36®ratshe peut étre égal a 365.

La seule possibilité pour avois=365 est donc a+b+c=12, qui effectivement peut donner
s=365 avec par exemple=0,b=7,c=5.



b. Cherchons tous les triplets, (b, 9 tels quea+b+c=12 et 28a+ 3+ 3= 36! eta, b,
étant bien sOr des entiers naturels inférieursgawxé a 12.

On remarque que nécessairemeat-8 doit se terminer par 5 et donc ai=0, nécessairement
c=5 et doncb=7, ce qui donne le triplet (0, 7, 5) qui convierfeefivement comme on vient de
le voir : c'est le setiplet solution ave@=0.

Si (a,b, ¢) est un triplet solutioffa+u, b+ v, c+ W en sera un autre si et seulement iv+ w=0
et 28+ 30v+ 3= ((oua+u, b+v, c+w sont des entiers naturels inférieurs ou égaux acé&2
qui donnev =-3u et w=2u.

Donc si ((a, b, c) est un triplet solution, le seul triplet solutioronemencant para+1 est

(a+1,b-3,c+ 2, sous réserve queffectivement+1,b-3, c+2 soient positifs ou nuls et

inférieurs ou égaux a 12.
Comme (0,7,5) est le seul triplet solution tel cue 0, (1,4,7) est le seul triplet solution tel que
a=1, (2,1,9) est le seul triplet solution tel gae: 2 et c'est fini , puisqub ne peut étre négatif.

Donc il n'y a que 3 sortes d'années "Mathématia@s’hn(0,7,5) ou (1,4,7) ou (2,1,9).

. a. L'endroit a partir duquel la souris a le pluargl nombre de possibilités de déplacement (quatre)
est le tiroir du milieu. Pour se donner les meiésuchances, Jacob doit dotmrsque possible
choisir le tiroir du milieu. Ainsi, s’il se trompegla signifie que la souris n’était pas dansrgirti

du milieu, ce qui limite par la suite ses possiédide mouvement.

b. En notant :

n, le nombre moyen d’essais requis dans la situatitinle
n, le nombre moyen d’essais requis si I'on vient die ka souris dans un des tiroirs en coin

n, le nombre moyen d’essais requis si I'on vient die ka souris dans un tiroir de coté
On a alors:

n, :1+lx0+ﬂ'xnl+fx n = 1+_4rl+_4rb
9 9 9 9 9

1 1 1
=1+=x0+=xn, =1+=
n 5 5" M o

1 2 2
n=1+=x0+—=xn, =1+—
2 3 3" 3"

1 1 2 31
Il ne reste qu’'arésoudne =1+=n, =1+=| 1+—n |[=—+-=
q m=1e2n =131+ 20 )= 4 2n

On obtient donc n, =% , N, =g, Ny =2—98. Le nombre moyen d’essais requis est d%%c

. Soit P(x) la probabilité que le programme génere un norphre petit quex. La probabilité que le
programme génere un nombre plus supérieur ou égakst 1-P(x). Comme cette derniere

probabilité est identique a celle que le nombrd phis petit quel-x, on obtient donc que
P(x)+ P(1- X =1.

De plus, on sait que(X) :3P(§j. On peut alors établir les égalités suivantes :
(sl e ARt
21 21 21 21 21 21
P(ij =1-3 1- SP(ij : P(ij =1-3 1- 3 SP(ij , dou P(ij -1
21 21 21 21 21) 13



7. On dira qu'un polygone vérifie la proprid®ési on peut relier les sommets de ce polygone psr de
traits tracés en continu ou en pointillés de tebete qu'aucun des triangles ayant ses 3 sommets
parmi les sommets du polygone ne soit constitugaits de méme nature.

Vérifions I'énoncé : en mettant en trait continsideco6tés de ABCD et en pointillés ses 2 diagonales
on voit toute suite que le quadrilatere ABCD vérifa propriétd® ; on peut aussi mettre 3 cotés en
trait continu et le 4ieme c6té et les 2 diagonatepointillés.

a. Si on prend au hasard 3 sommets d'un pentagogeen a toujours au moins 2 qui sont
consécutifs ; d'ou un triangle dont les 3 sommeis 8ois de ceux du pentagone est, soit formé de
deux cOtés du pentagone et d'une diagonale du gmrda soit formé d'un cbté et de deux
diagonales. Donc en mettant en continu tous leéscdtu pentagone et en pointillés toutes ses
diagonales aucun de ces (10) triangles n'est to@dstie traits de méme nature : tout pentagone
vérifie la propriétéP.

b. Soit ABCDEF un hexagone et considérons leghsats constitués des 2 cotés de sommet A et
des 3 diagonales issues de A.

Comme il n'y a que 2 natures de traits possiblestiftu ou pointillé) au moins 3 segments parmi
ces 5 sont de méme nature : notons les [AU], [AX}V] (évidemment U,V,W sont des sommets
distincts et autres que A du pentagone) et suppogEr exemple, qu'ils soient en continu. Si on
veut que I'hexagone vérifie la propri®éilors il faut que [UV] soit en pointillés (sinoesl 3 cotés

du triangle AUV sont en continu) ; de méme [UW]\&V] doivent étre en pointillés : mais alors le
triangle UVW a ses 3 c6tés de méme nature! Donteexagone ne peut veérifier la propriété

8. a. On envisage toutes les partitions possibldd;d& 3; 4} en 2 groupes non vides :
soit un groupe est réduit a un nombre et l'autr@assede trois : on vérifie tout de suite que ce
nombre ne peut étre ni la somme, ni le produit3esmbres de I'autre groupe
soit les 2 groupes possédent 2 nombres :
{1; 2} et {3; 4} : 1+2 # 3x4 et 1x2£ 3+4
{1;3}et{2;4}: e
{1;4}et{2; 3} oo
Donc 4 n'est pas "académique”, ainsi que ...1 23dailleurs.

b. 5 est "académique" car 3 + 5 = 1x2x4
6 est "académique” car 3 + 4 + 5 = 1x2x6

c. Continuons a observee qui passe

7 est "académique” car 2 + 4 + 5 + 7 = 1x3x6 éfufnce)
8 est "académique” car2 +4 +5+ 6 +7 = 1x3x8

9 est "académique" car2+3+5+6 + 7 + 9 = Bx4x

Il semble donc que si est pair on peut prendné:{l,g—l,n} (ces 3 éléments sont bien distincts

2 a 2 car poun>5 on n'aura paﬂzg—l, égalité qui se produit pour=4) et évidemmeng

contient les autres nombres ;

Vérifions le !
- le produit des éléments G’eest(n—z)g .
n+1 nin-2
- la somme des éléments 8estl+ 2+ ...+n—(1+(g— 1j+ nj: n( 5 )——;— n= ( > )

donc sin est pair en>5, il est "académique".

Il semble que ai est impair (don—1 est pair) on peut prendi@ = {1,”7_1,n— 1}



- . I n-1 , ., . .
ces 3 éléments sont bien distincts car poar5, on n'‘aura pagd=——, égalité qui se produit
2

pour n=3)
Vérifions le :

- le produit des éléments @eest

(n-2)°
2
- la somme des éléments Sest

+1) 3n- -1)°
1o 24 an=| (Do den gz plnt) _3n-1_(n-1)

2 2 2 2
donc sin est impair ein > 5, il est "académique”.

Finalement tout entier supérieur ou égal a 5 es@unique (et ce sont les seuls : voir question 1).

. Chaque fois que les deux bestioRset B2 sont (simultanément) lancées, il y a quatre résulta
possibles. Le tableau qui suit indique les proligkilde ces quatre cas :

B, tombe debout B, tombe couchée
B, tombe debout 1/12 3/12 1/3
B, tombe couchée 2/12 6/12 2/3
1/4 3/4

L’état courant du «combat» est caractérisé paolple (, j), oui etj désignent respectivement les
nombres de fois qug: et Bsont tombés debout. En début de partie, on estldaas(0,0).

L’état (2,0) correspond a une victoire Ble L'état (0,2) correspond a une victoireBie Les états

(1,1), (2,1) et (1,2) correspondent & un match bes. autres états, (0,0), (0,1), (1,0) sont des éta
transitoires : le gagnant n’a pas encore été décidé

Quand deux bestioles tombent couchées, il n'y adlpgsogrés dans le déroulement du combat : on
reste dans I'étai,(j) ou on était auparavant. Il y aura progres (Vers des étatsi+ 1,j), (i,j + 1)

ou ( + 1,j + 1)) seulement si au moins une des deux bestiolabe debout. Sous la condition
gu’au moins une des deux bestioles tombe deboyta ifrois résultats possibles (plutdt que quatre)
et les probabilités conditionnelles de ces cas seli#s du nouveau tableau suivant :

B, tombe debout B, tombe couchée

B; tombe debout 1/6 3/6

2/6

B; tombe couchée

Chaque fois qu'il y aura progres dans le dérouldrdencombat, I'état qui succédera a I'étiatj X
sera donc l'un ou l'autre des étais+(1,j), (i,j + 1) ou ( + 1,j + 1) avec, respectivement, des

e 32 .1
probabilités égales &, — et =.

6 6 6

Notonsp(i, j) le triplet dont les trois composantes désignestdrobabilités, partant de I'état j(,
que le combat se termine par une victoirdBgaune victoire dd32 ou un match nul respectivement.
On ap(2,0) = (1, 0, 0)p(0,2) = (0, 1, O)p(2, 1) = (O, O, 1)p(1, 2) = (O, O, 1)p(1, 1) = (0, O, 1).

Et:

p(1.0)= 3 p(2.0+2 p(1.3+¢ Bl 2= 0.0 0.0 0945 4
p(0.)=3 p(1y+2 {03+ o 1= 0.0 X 090 09a[ £
00-2500 (0123 £ o) o] o0n(Sie
Donc P(B gagne)—3—6=:1 P(B, gagn e)————;, P(match nu)=§—2,



Théeme 5 : Aires et espace

1. a) Parallélisme des faces ABE et CDF :

Démontrons que les quadrilatéeres AECF et DEBF siest
losanges :

AE = EC = CF = FA =1 et les points A, E, C, F so
coplanaires. En effet :

Soit O le centre du carré ABCD. Le triangle AECisetéle en
E et, comme O est le milieu de [AC], la médiane JEESI aussi
hauteur de ce triangle.

Donc : (EO) (AC). On établit de méme que: (EQ)BD). La
droite (EO) est orthogonale a deux droites sécataela face
ABCD. Elle est donc orthogonale au plan (ABC). Dénme : la
droite (FO) est orthogonale au plan (ABC).

Les points O, E et F sont donc alignés et, puidgugroite (EO), contenue dans le plan (AEC),
passe par F, les points A, E, C, F sont coplanaires

Le quadrilaterddECF est donc un losangeOn démontre de méme gD&BF est un losange

On en déduit que les droites (EA) et (FC) d'und,patrles droites (EB) et (FD) d’autre part, sont
paralléles.

Le plan (ABE), qui contient deux droites sécantes (EA) et (EBpectivement paralleles a (FD) et
(FC), est donc paralléle au plan (CDF)

b) Distance entre les faces ABE et CDF :
Soit | et J les milieux respectifs des segments][&BCD] et K le projeté orthogonal de J sur [IE].

. Montrons que la distance entre les plans (ABELE&IK) est égale a JK :
(EF) et (1J) sont orthogonales (car (EF) est ortimade a la face ABCD) et O est le milieu de [EF]

(car DEBF est un losange) et de [IJ]. Donc lesigoF, |, E, J sont coplanaires. Le quadrilatére
FIEJ est donc un losange.

(AB) O (EI) car (EIl) est une hauteur du triangle ABE cide en E. De méme : (AB) (FI), d’ou
(AB) O (EIF). D’ou (AB) O (JK) (car (JK) est incluse dans (EIF)).

(AB) et (EI) sont deux droites sécantes de la faB& qui sont toutes deux orthogonales a(JK). On
en déduit que (JK) est orthogonale au plan (ABH).cé@mme les plans (ABE) et (CDF) sont
paralléles, (JK) est orthogonale au plan (CDf).distance entre les plans (ABE) et (CDF° est
donc égale a JK.

. Calcul de JK :

Aire (FIEB) :% IIXEF.
IJ=AD =1 et EF =2 EO aveeO=J EF - OF .

El :g (hauteur d’un triangle équilatéral de c6té 1§Odel=% .D'ou :

3

EO:\/% et Aire (FIEB) = \/g D’autre part :Aire (FIEB) = JKXEI=JK><7.

D'ou : JK:\/i ><i soit JK:\/E.
2 3 3




2. Soitr etr’ les rayons respectifs des cerclest[".

Commel est tangent aux cotés [AB] et [AD], son centre e$
sur la diagonale [AC]. Comni€ est tangent aux cotés [CD]
et [CD], et tangent extérieurement ason centre est sURL].
AC=AQ+QM +MQ'+Q'C donc

afZ= (Ve er {2+,

oudrar=a Y2 =
D’ou |r +r —a\/z+1—(2—x/§)a (1)

I" etl’, centrés sur [AC], sont intérieurs au carré ABCD

ABCD carré de cota.
Q centre deC, Q’ centre de

C.
si, et seulement g<r <8 et0< (Z—J_z)a— r <8 M est le point d’intersection
2 2 deC et [AC ] non situé sur
r [QA].

si, et seulement siJ Kg —ﬁja,é}

2

Comme r +r'= (2—\/§)a , les points images deetr’ sur une droite graduée sont symétriques

: . SZ_\/E) . , 3 a
rapport au point d’abscis ) a, qui est le centre de l'intervalle {E—x/ija,—

2

r

F r

o
>
wllu

&)
R
]
—
"r’
[}
)
—
bR

par

Calcul de la sommeS de I'aire des deux disques :

2 s o T , N2 2 ;
S=mr*+mar? dou S_E[( r+r )2+(r—r )2}—5[(2—\/5) a’+(r-r )2}
Sestminimum si, et seulement {r -r ')Z(qui est positif ou nul) est minimum

2-2
—a.
2

Si, et seulement gi=r'=

La valeur minimale de S est dopg{(Z—\/E)z az} = (3— 2\/_2)na2.

. . . N2 .
Sestmaximum si, et seulement ir -r ) est maximum.
si, et seulement si la distance entre les réetls’ est maximum.

. 3 a : .
Commer et r’ parcourent I’mtervalle{(a—\/a a,E] la distance entreetr’ est maximum lorsque

r :(g—ﬁja, car on a alors"’ :% (On obtient le méme résultat en échangeant’).

La valeur maximale de S est dor%{(z—ﬁ)z a’ +(\/_2— ])2 az} =3—§( 3 2/_% a’l.




3. a) Le triangle DIJ est donc un agrandissementidngle DHG,

en effet :
DJ _ JG- DG_ ‘]G—l_ Or JG _ CG_ ‘]C(théoréme de Thalés
DG DG DG DG HG DH

appligué au triangle CGJ ou (DH) //(JC)).
Par conséquent :DJ = CG—lz JC—l d’ou
DG HG DH
DJ _ CG- HG_ JG DF
DG HG DH
Or CG- HG=CH, CH = ID (DICH est un parallélogramme) et
JC- DH=JC- IC=J. Donc: DJ = D = I
DG HG DH
Soitk le facteur d’agrandissement. Alors : aire(DI&= aire (DHG) d’'ou k? =%. Donck :g(k > 0).

On établit de méme que :
le triangle DEF est un agrandissement du trian@ le facteur d’agrandissement delzg).

le triangle ABC est un agrandissement du triangBHD
Soitk” le facteur d’agrandissement. On a donc AR™=DG.

Calcul dek”
Posonsx = DG. Alors AE =JD =gx, EF :gx et FB =x.
D'ou : AB = AE + EF + FB :(g+—;+1jx soit AB = &. Donck” = 6|

Calcul de I'aire du triangle ABC

Le triangle ABC étant un agrandissement du triabgkH (facteur d’agrandissement : 6), on en
déduit que :
aire (ABC) = 6 aire (DGH). Dondaire (ABC) = 144

b) Cas Général

Ona:x= DG k:\/%,k':\/%,AE:JD#x, EF =k'x et FB =x.

Dol AB = (k+k'+1) x. Donck":\/§+\/§+1:\/§+\/§+‘/_$. Or S =k" §. Par suite :
s \'s Js

|

k
s=(Js +/s+/§)
s=§+ 5+ sr2(J S5 .58/ .9).

=]

a

Or , pour tous réels posititsetb : v/ab < ;b (en effet :a—?)—\/a_b = qui est positif).

Onadoncy/S S+ $ S+ §3gsi;§+51;§+ 52 S

qui équivaut /S S+ $$+y S S .6 .
d’ou:|S<3(S+ S+ §|




4. aire (ABC) = aire (ARPQ) + aire (BPR) + aire A

(PQC).
aire (ARPQ) = 2 aire (ARQ) (car la diagonale [RP]
du parallélogramme ARPQ partage ce quadrilatére R
en deux triangles de méme aire) a
On adonc:
aire (ABC) = 2 aire (ARQ) + aire (BPR) + aire 5
(PQC). P c

PosonsS = aire (BPR)

a) Exprimons en fonction de S les aires de ARQ, PCRB&L :

b)

Puisque (PQ) // (AB) et (PR) // ((AC) ; on a lesktgs de rapports suivantes (corollaire du théerem
de Thales appliqué aux triangle ABC et PCQ d’'ung, pBC et BPR d’autre part) :

PC_QC, PC_RA

PB QA PB RB

PosonsE—g =A.Alors : QC=1QA et RA=)\RB.
Soith la distance entre les droites (PQ) et (AB). Ators
Aire (ARQ)=% hxAR et aire (BPR)%hx BR Donc|aire (ARQ) = 3.

Les triangles BPR et PCQ ayant des c6tés propowrisr{leurs cotés sont deux a deux paralleles. L'un
est donc un agrandissement de I'autre) et corR@e APB, on en déduit quel . aire (PCQ)&Q .

D'oli: aire (ABC)= 2S5 + S + A’S soit:[aire (ABC) H(1+1)" S

2 aire(ARQ) aire (BPR) aire (PQ(

Relation entrék etA :
D’une part : aire (BQC) %°S
d’autre part : aire (BQC) = aire (BPQ) + aire (PCQ)
Or aire (BPQ) = aire (PRQ) (car (PQ) // (AB)) eegPRQ) = aire (ARQ).
Doli: k°S = AS + A*S".
—— - I
aire (BCQ)  aire (ARQ) aire (PCC

k etA vérifient donc la relation
—1++/1+ 4&?

On en déduit que. = (unique solution positive de I'équatiod + x— k* =0).
2
2 2 2 2 2
Dod (X+1)2=(1+\/12+4k ] X +2\/1+ & laire (apoy <1 % +2\/1+ 4

5. Les points |, J, K, L, M, N sont les milieux der@¢tes
du cube.
Montrons tout d’abord que ces points sont coplasair

1J :%gﬁ car [1J] joint les milieux des cotés [BC] et
[CD] du triangle BCD.

De méme ‘ML =%I¥ car M et L sont les milieux
respectifs de [FE] et [EH]. OBD = FH (en effet :

BD =BC+ CD, BC = FG puisque BCGF est un carré et
CD = GH puisque FGH est un carré.




Donc :BD = FG+ GH= FH).
Donc:ﬁzmzéfﬁ

On en déduit que (ML) //(13) /I (FH) éi = ML =%FH

On établit de facon analogue que :

(JK) /I (NM) // (CH) avecIK = NM :%CH et (KL) // (IN) // (CF) aveckL =IN :%CF

Les plans JIN, INM, NML, MLK et LKJ contiennent atian deux droites sécantes,
respectivement paralleles a deux droites sécantptad DCH. Ils sont donc paralléles au
plan DCH.

On en déduit successivement que les plans JINM{ puis INM et NML, NML et MLK et
enfin MLK et LKJ sont confondud.es points |, J, K, L, M, N sont donc coplanaires
Comme BD = FH = CF (diagonales de deux faces de)¢an en déduit que : IJ = JK = KL =
LM = MN = NL.

IJKLMN est donc un hexagone régulier.

6. La droite (OA) est orthogonale a (OB) et (OC). E
donc orthogonale a toute droite contenue dansale pl
(OBC). En particulier : (OA) (BC).

Soit K le pied de la hauteur issue de A dans éntjie ABC.

aire (ABC):% AKx BC.

(BC) O (AK) et (BC) O(OA). La droite (BC) est donc orthogonale ¢
toute droite contenue dans le plan OAK. D’ou : (BQYOK).

Donc : aire (OBC):% OKx BC.

SoitZ la somme des carrés des aires des trois faces OAB, et
OBC.

5= %(OAZ x OB2 + OAZx OC? +OK?x BCZ)

s =1(0A2 x(OB? + OC?) +OK?x BCZ)
4
Or OB*+0C? =BG dol : = :%(OAZ x BC? + OK?x BCZ) .

Donc : X :%(OAZ +0K?)xBC”
Le triangle OAK étant rectangle en O (puisque litdr(OA) est orthogonale a toute droite

du plan (OBC)), on aOA*+0OK*=AK?.D'ou : & :%AKZ xBC?et, finalement :

(aire (OAB))” +( aire (OAC)” +( aire (OBQJ =( aire (AB{)




7. Calcul des longueurs AC et CE :

En appliquant le théoréme de Pythagore dans les B
triangles ABC et ACE, rectangles respectivement en
B et C, on obtient : §
AC =20 et AE = 25.

Démontrons que G est le milieu de [AE] : 16
Dans le triangle ABC, rectangle en B : E

tangA\Czl—2 dou tangA\Czé. G
16 4

12 C

Dans le triangle EAC, rectangle en C : A b
tanEKEzE d’ou tanEA\E=§
20 4

Les angles aiguﬂ: et CAE sont tels queangA\Cz tan CAE. On en déduit quelﬁb =t CAE.
D'autre part,BAC et ACD sont alternes-internes (un coté commun [AC] et)[AED) avec [AB) et
[CD) de part et d’autre de (AC)). DorBAC = ACD.

BAC = CAE
BAC = ACD
On en déduit que le triangle AGC est isocéle eD'Gu AG = GC.

G est donc le point d’intersection de la médiatdedAC] et de [AE].

Soit G’ le milieu de [AE]. [CG’] est donc la médamelative a I'hypoténuse du triangle ACE. D'ou :
G'C = G’A. G’ est donc l'intersection de la médiaé de [AC] et de [AE].

En conséquence : G =G'.

L’aire du triangle AGC est donc égale a la moiwgd'dire du triangle ACE.

Donc : aire (AGC) %x15x 20=75.

}:C/A\Ez,@ . Or G est un point de [AE] et [CD]. DOI@AG = ACG

8. La somme des aires des trois carrés grisés et égal
aa’+b*+c’.
La somme des aires des trois carrés extérieuegakt
a xX*+y+ 7.
Selon le théoreme d’Al Kashi appliqué au triangle
ABC :

a> =1 + & - 2bccos CAB

b’ =&+ & - 2accosABC

c? =b? + a® - 2 abcos ACB

Par addition membre a membre, on obtient :
a+b*+cc=2(a’+ b+ &) - 2( bec cosCAB+ ae cosABG ab cos/ATC)E (1)

En appliquant ce théoréme d’Al Kashi successiveraarttriangles AGH, BFE et CDI :
x? = b? + ¢ - 2bcx cos GAH

On obtient { y? = a® + ¢ — 2 acx cos FBEPar addition membre & membre, on en déduit que :
=1+ &-2abxcosICD

X +y+ Z=2(d+ b+ 6)—2( becosGAH+ accos FBE abcogl\C)Z

Or GAH et CAB sont supplémentaires (en effeAH + CAB + BAG + HAC =360, d'oll
—_— —
orr 03

GAH =180 - CAB.



On en déduit queosgﬂ—h— cosCAE. On établit de méme qu&:osz\Ez ~ cosABC et
cosICD= - cosACE.
Dol X2 + y? + Z2=2(&+ B+ c?)+2( be cosCAB+ as CoSABG ab cos/A\C)E ).

En ajoutant membre & membre les termes des égalit€k) et (2) :
(¥ +y*+2)+(8+ B+ Q) =4( &+ B+ & dou|X’ +y + Z=3(d+ B+ O




