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Exercice 1 — Recherche d’extremum

Pour étudier la dérivabilité d’'une fonction en un point et I'existence d’une tangente a sa courbe, on se raméne
parfois a la définition :

Définition : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle | et soit a un réel de I. On dit que la fonction

f est dérivable en a s'il existe un nombre [ tel que }llinsw =l

Si cette limite existe mais est infinie, on dit que la fonction n’est pas dérivable en a mais sa courbe admet une
tangente verticale.

Propriété : soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b] et xy € ]a, b[. La fonction f admet un
extremum en x; si et seulement si sa dérivée s’annule en changeant de signe en x,.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0,7, ), on considére le cercle C de centre O et de rayon 1 ainsi que
le point I(1,0). Soit M(x, ¥) un point quelconque de C et N son symétrique par rapport a I'axe des abscisses.
On veut déterminer la position du point M telle que I'aire <A du triangle MNI soit maximale
1. Aprésavoir exprimé y en fonction de x, exprimer A en fonction de x (par symétrie, on pourra se limiter au
casouy > 0).
2. Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(x) = (1 — x)V1 — x2.
a. Etudier la dérivabilité de la fonction f en —1 et en 1. En déduire une équation des tangentes a C aux
points d’abscisses -1 et 1.
b. Déterminer le signe de la fonction dérivée f’ de f sur I'intervalle |—1,1[ et dresser le tableau de variation
de la fonction f.
c. Tracer la courbe C.
3. Résoudre le probléme posé au départ.

1. SoitHle projeté orthogonal du point M sur I'axe des abscisses, |’aire du triangle
MNI est, par symétrie, le double de I'aire du triangle MHI.

Donc A = 2 X HM:HI — HM x HI

L’appartenance du point M au cercle C se traduit par OM? = 1 soit

x%2+y? =1.Siy > 0 cette égalité s’écrity = V1 — x2 d’ou HM = V1 — x2.
DeplusHI = |x; — xy| = |1 — x] =1 — x puisque —1 < x < 1.

Aufinal A = (1 — x)V1 — x2.

2. a. Pour étudier la dérivabilité en —1 de f, on étudie la limite en 0 du taux

t;(h) = w lorsque h tend vers 0 en étant positif (pour rester dans [—1,1]). Comme f(—1) = 0,

(1-(=1+h))J1-(-1+h)2  (2-h)V2h—-hZ  (2-h)VhV2—h _ (2—-h)V2—h
t(h) = h - h - h - N
’llir%(Z —h)W2—-h=2V2, illir%\/ﬁ =0 et vh > 0 donc }llin(l) t1(h) = 400. On en déduit que la fonction f n’est

pas dérivable en —1 mais que sa courbe admet au point d’abscisse —1 une tangente verticale.

Pour étudier la dérivabilité en 1 de f, on étudie la limite en 0 du taux t,(h) = w lorsque h tend vers 0
en étant négatif (pour rester dans [—1,1]). Comme f(1) = 0,

— — 2 — — —_h2
t, (h) _ (1 (1+h))h\/1 (1+h) _ hV—-2h-h? m

. - _
’llir% t,(h) = 0.0n en déduit que la fonction f est dérivable en 1 et f'(1) = 0 ce qui signifie que sa courbe admet

au point d’abscisse 1 une tangente horizontale.
b. Sur]—1,1[ la fonction f est dérivable (par produit et composition) et, pour tout x € |—1,1],



2x2-x-1 _ (2x+1)(x-1)

f1@) = —VT =22+ (1 =) X s = == (~(1 = x?) —x(1 - %)) =

2V1-x2 V1-—x? V1-—x?
Sur |-1,1[, f'(x) alesignede —(2x + 1) carx < 1 x | =1 _1 1
VI —x2 : 2
etv1 x4+ > 0. f(X) _

Or —(2x + 1) > 0 si et seulement si x < -1

+ 0
4
(Y =omr(-) =1 = Sl

\0

On en déduit le tableau de variation ci-contre.
c.

il -1/2 0

. < . . 1 . . 3
3. Laire A, c’est-a-dire la fonction f est maximale lorsque x = — > Cette aire maximale vaut -

V3

Remarque : I'aire maximale correspond au cas ou le triangle MNI est équilatéral. Dans les problemes
d’optimisation, maxima ou minima sont souvent obtenus dans le cas de figures réguliéeres.

Exercice 2 — Suites croissantes majorées.

Définition : On dit qu’une suite (u,) est majorée si et seulement si il existe un nombre réel M tel que pour tout

entier natureln, u,, < M.
Théoréme : Toute suite croissante et majorée est convergente.

Soit une suite (u,) dont les termes sont positifs ou nuls, majorée par un nombre réel positif M.

. ST u
Pour tout entier naturel n, on définit S, = Y7, 2—’,: .

Montrer que la suite (S,) est croissante.

. 1
Montrer par récurrence que : Vn € N, S, < M X }}_, e

Démontrer que la suite (S,,) est majorée.
En déduire la convergence de la suite (S},).

i pwWNRE

- : P . 1+(-D)"
On considere la suite (u,,) définie par : pour tout entier naturel n, u, = +(2 ) .

a. Vérifier que pour tout entier natureln, 0 < u, < 1.
b. En déduire que la suite (S;,) est convergente et déterminer sa limite.

1. Vn€eN, S, —S, =22y . est positif ou nul par hypothése et 2"*1 > 0, donc S,,.1 — S,, = 0 ce

2n+1 ;
qui justifie la croissance de la suite (S,).
. . - 1
2. Pour tout entier naturel n, soit la proposition P, : « S, < M Y7 _, 75 -
Initialisation :



Par convention, Sy = —2 = ug et M Y9 _, zk =M X5 = = M ; par hypothése uy < M, donc P, est vérifiée.

Hérédité : Si pour un entler naturel n, B, est vérifiée alors montrons que P, ., est encore vérifiée.

Un+1 M
on+1l — 2n+1 °

on+1 "’

Sp+1 = Sp + =L - par hypothése de récurrence S, < M ¥7_, zik et de plus =X

M
Par addition des termes des inégalités de méme sens, on obtient : S, + u::i <M¥i-o zk Sn1 /C'est-a-dire

n+1
Sn+1 S M I 2—k ce qui est la proposition P, 1.
Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P, est vraie.
3. On utilise la propriété de somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison >

1_(_)Tl+1
h=0 Zik=%;dochneN, Sn SZM[l—

]doanEN Sp < 2M.

n+1

Le nombre réel 2M est un majorant de la suite (S;,).
4. Lasuite (S,) est croissante et majorée, donc converge vers un réel L tel que L < 2M.
5. a. Sinestun entier naturel pair, alors u,, = 1; sin est un entier naturel impair, alors u,, = 0.
Donc la suite (uy,) vérifie : pour tout entier natureln, 0 < u, < 1.
b. La suite (u,) vérifie les hypothéses requises pour conclure d’aprés la question 4. que la suite (S,) est
convergente.

1 1k 1—(— 4 1m+1
NS = o = g =20 () = =30~
4

1 m+1
0 < < 1donc lim (Z) = 0; on en déduit lim §,, ==

m—oo n—oo

Exercice 3 — Suite implicite

Dans de nombreux exercices, les suites sont définies par une expression dite explicite, une expression algébrique
ou une expression contenant des fonctions usuelles. Les termes d’une suite dite implicite n’ont pas d’expression
algébrique connue, mais sont définies par une propriété comme, par exemple, étre solution d’une équation.

Les connaissances nécessaires pour I’exercice suivant sont les propriétés de I'exponentielle et du logarithme, le
théoréme des valeurs intermédiaires et ses divers corollaires, et des théorémes sur les limites de suites.

Pour tout entier naturel n non nul, soit la fonction f;, définie dans R par f,(x) = e™ — x — 2.

On désigne par C,, la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé du plan.

1. Montrer qu’il existe un unique point A du plan, indépendant de I'entier n, appartenant a toutes les

courbes C,.

Montrer que la fonction f,, admet en —oo une limite que I'on déterminera.

Montrer que la fonction f,, admet en 400 une limite que I'on déterminera.

Etablir le tableau des variations de la fonction f,.

a. Exprimer en fonction de I'entier naturel n, le minimum M,, de la fonction f;,.

b. Montrer que la suite (M,,) est convergente et préciser sa limite.

c. Montrer que:vVn € N*, M,, < 0.

6. Démontrer que I'équation f,,(x) = 0 admet dans R exactement deux solutions, I'une strictement positive
que I'on notera u,, , I'autre négative que I'on notera v,,.

7. a. Démontrer que : Vn € N¥,Vx € [0; +0], frs1(%) = frn ().
b. En déduire que la suite (u,,) est décroissante.

8. a. lustifier que la suite (u,) est convergente.

b

. Montrer que lim u, = 0 (on pourra raisonner par |I'absurde).
n-+oo

e wnN

1. Raisonnons par analyse et synthése : s’il existe un point A commun a toutes les courbes C,,, alors ce point A
appartient aux courbes C; et C, Etudions les points d’intersection de C; et C, . Leurs abscisses sont les
solutions de I'équation f; (x) = f,(x) soit e¥ — x — 2 = e?* — x — 2 qui équivaut a e* = e?¥ soit, puisque
e* #0,e* =1 cest-a-direx = 0.

De plus f;(0) = f,(0) = —1. Le point A (0, —1) est donc le seul point commun aux courbes C; et C,.



Etudions si A appartient a toutes les courbes C,, : Vn € N*, f,,(0) =e™* —-0—-2=1-2 = —1,donc A€ C,,.
Conclusion : il existe un unique point, le point A (0,—1) appartenant a toutes les courbes C,.
2. n>0donc lim nx = —oo ;or 11m eX = 0donc lim e™ = 0. De plus 11m ( X —2)=+0.0nen

X—>—00 X—>—00 X—>—00
déduit Vn € N*, lim f,(x) = +oo.
X——00
3. Onsetrouve en présence d’une indétermination de type somme : +00 et —co.

enx X
vn € N*,Vx € R, fn(x)—nx(——;)—Z n >0 donc lim nx = 40.0r lim % = +oo donc

nx xX—+00 X—>+00
i enx
lim — = +4o0
x—+00 NX
PO . . e™ 1 . e™ 1 . e™ 1
On en déduit successivement : lim (— - —) =+4+o0; lim nx (— - —) = +o00; lim nx (— - —) - 2=
X—+o00 \NX n X—+00 nx n X—+0o nx n

+oo
On en déduit Yn € N* lirIl frn(x) = +0c0.
xX—+00

4. vn € N*, f,est dérivable par opérations sur des fonctions dérivables et Vx € R, f,, (x) = ne™ — 1.

fix)=0one™ =1 = %@nx = ln(l) ox = ——lnin)
frx)>0ne™>1e™ > %@nx > In (711) S x> —L) par stricte croissance de la fonction In sur
10, +oof
Tableau des variations de f, :
fo(x) - 0 +
fn " \ /V+oo
A Garw)

In (n)
5. a. D’apres le tableau des variations, M, = f, ( In (n)) e T + @ —2=214 m% -2

n

b. lim ~=0et lim @ — 0 donc parsomme lim M, = -2
n—+oon n-+oc N n—+oo
c. Etudions les variations de la fonction g définie sur I'intervalle [1, +oo[ par g(x) = = + ln;x) 2.
L. , _ x><x In(x) —In (x)
g est dérivable et Vx € [1; +oo[, g'(x) = x_Z tE——=—

Vx € [1,+oo[,In(x) = 0 etx? > 0 donc g'(x) < 0. La fonction g est donc décroissante sur I'intervalle
[1,40o[ ; par conséquent, Vx € [1,+oo[, g(x) < g(1) avec g(1) = —1.

On en conclut que pour tout entier naturel n non nul, M,, = g(n) est strictement négatif.
6. On vérifie les conditions d’application du théoreme des valeurs intermédiaires :

1 . . . L :
nin)], la fonction f,, est continue, strictement décroissante et 0 € [Mn, lim fn(x)[.
X——00

I ]

n

Sur l'intervalle ]—00, —

Donc I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution notée v, dans l'intervalle ]—00, -

Sur l'intervalle [—% +00[ la fonction f, est continue, strictement croissante et 0 € [Mn, lim fn(x)[.

Donc I'équation f,,(x) = 0 admet une unique solution notée u,, dans I'intervalle [—ﬂ +o0 [

0 0] 19 <0 o 4O <06t

De plus Vn € N* ———= < 0 donc v,, < 0. Dans l'intervalle [—

In(n)

croi/ésante doncu, € [— , 0] et par suite u,, > 0.

7. a. Soitn € N*.Vx € [0;400[, frs1(x) — fr(x) = e+ Dx —x — 2 — ¥ 4 x 4 2 = ™ (X — 1),

* > 0 donc la différence a le signe de (e* — 1). Puisque e® = 1 et par stricte croissance sur R de la fonction
exponentielle, Vx € [0; +oo[,e* = 1 donce* — 1 = 0 et par suite f,11(x) — fn(x) = 0.
Donc Vx € [0; +00, fni1(x) = fu ().

b. Soitn € N*.u,, > 0 donc en lui appliquant I'inégalité précédente f,,1(u,) = fn(u,) c’est-a-dire
frr1(un) = 0.
Or fus1(Upsq) = 0, donc frp1(Up) = frr1(Uns1)- Puisque la fonction f;, 44 est strictement croissante sur
[0, +oo[, on en déduit que u,, > u,41 ce quisignifie que la suite (u,,) est décroissante.



8. a. Onadémontré que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0. Donc d’aprés le théoréeme de la
convergence monotone, la suite (u,,) converge vers une limite L telle que L > 0.
b. L = 0. On veut prouver que L = 0 ; raisonnons par I'absurde en supposant L > 0.

Puisque la suite (u,,) est décroissante, Vn € N*, L. < u,, et par croissance de la fonction f;,;sur I'intervalle
[0, + o[, on en déduit que Vn € N*, f,,(L) < f,(u,) dou f,(L) <0.
Oorvn € N*, f,(L) = e™+DL _ [ _ 2 Ppuisque L > 0, Erllm(n + 1)L = 400 donc par composition,

lim e(n+1)L "
n—-+oo

Par définition d’une limite égale a +oo, il existe un rang no a partir duquel tous les termes vérifient f,,(L) >0,
ce qui contredit Vvn € N*, f,(L) < 0.On prouve ainsi que L = 0.

= +o0 ce qui conduit a liT fa(L) = Foo.
n—+oo

Exercice 4 — Une équation fonctionnelle pour définir le logarithme népérien

La fonction logarithme népérien a été définie en classe comme fonction réciproque de la fonction exponentielle
et elle a pour dérivée la fonction inverse.

On sait que pour tous nombres strictement positifs a et b, In(ab) =Ilna +Inbetlne = 1.

On montre que ces deux propriétés caractérisent en fait la fonction logarithme népérien.

On cherche toutes les fonctions f dérivables sur |0, +oo] et telles que pour tous nombresréelsa > 0etbh > 0:
(1) f(ab) = f(a) + f(b).

1. Calculer f(1).

2. Pour tout nombre réel a > 0, on consideére la fonction g définie sur ]0, +oo[ par g(x) = f(ax) — f(x) ol
f est une fonction dérivable vérifiant (1). Que peut-on dire des variations de la fonction g ?

3. Montrer que g est dérivable sur ]0, +oo[ et exprimer g'(x).

4. Sion pose f'(1) = k, montrer que pour tout nombre réel x > 0, f(x) = klnx.

5. Conclure sur la caractérisation de la fonction logarithme népérien.

1. Sion écrit I'égalité (1) poura = b = 1, on obtient f(1) = 2f (1) d’'ou f(1) = 0.

2. D’apres I'égalité (1), pour tout réel x > 0, g(x) = f(a) + f(x) — f(x) = f(a) donc g est une fonction
constante.

3. Comme somme et composition de fonctions dérivables sur ]0, +o], la fonction g est dérivable sur ]0, +oo[
et pour tout x > 0,ona g'(x) = af'(ax) — f'(x).

4. Comme g est une fonction constante, on en déduit que pour toutréel x > 0, af'(ax) — f'(x) =0

En particulier, pour tout nombre réel a > 0, af’(a) — f'(1) = 0 soit, si on pose f'(1) =k, f'(a) = S
La fonction f a donc méme dérivée que la fonction h:x — klnx. Or f(1) = 0 = h(1), on en déduit que
f=h

5. Sionadeplus f(e) =1alorsklne = 1soitk = 1 et f est la fonction logarithme népérien.

Exercice 5 — Propriétés des combinaisons

Propriétés :
1 t tiers k et n tel 0<k< (n)—(n)'
(1) pour tous entiers k etntelsque 0 < k <n, k)= nl_k ; )

. n— n—1\ _(n
(2) pour tous entiersketntelsque 0 <k <n-—1, ( K ) + (4% B 1) = (k)
(3) pour tout entier n, pour tous réels a et b, (a + b)* = Yx=n (k) akpnk

Il y a plusieurs facons de démontrer ces propriétés (raisonnement par récurrence, dénombrement dans des
tirages de boules ou des chemins...). Ces méthodes peuvent étre reprises pour démontrer d’autres propriétés
des combinaisons.

On veut montrer que pour tout entier n,

. k=n n _ .o k=n/__ k n _ k=n n 2 _ Zn
0 2zt (p) =2 (i) Zeza-1*(z) =0 i) 228 () = (3
a. Démontrer par récurrence la relation (i) en s‘appuyant sur les propriétés (1) et (2).

b. Démontrer la relation (ii) en s’appuyant sur la propriété (3).

c. Démontrer la relation (iii) en dénombrant des tirages de boules.



d. En considérant la dérivée de la fonction f:x +~ (1 + x)", démontrer que pour tout entier n,
k=n (n) =n 2n—1
k=0 %\j )= .

a. Pour n = 0, I'égalité est vraie puisqu’elle s’écrit 1 = 1.
Si I'égalité est vraie au rangn — 1, alors Y= (Z) = (g) + GL) + (121) + ot (n E 1) + (Z)
Soit, en s’appuyant sur la propriété (2) :

=) =)+ ()T T+ e (CID+CID)+ ()
or(p)=1=("g Det(n) =1=(;"1)
oousii () 275 )+ 2 )2y ) rra( D) v 2 ()
D’aprés 'hypothése de récurrence, on a donc Y X=% (Z) =2x2"m1t=2n

Et I’égalité est encore vraie au rang n donc pour tout entier n.

b. En s’appuyant sur la propriété (3), Y= (—1)* (Z) = yk=n(_q)kqn-Fk (Z) =(-1+1D"=0.
Remarque : cette méthode est aussi valable pour démontrer I’égalité (i).

2n . .
c. ( n) correspond au nombre de tirages de n boules dans une urne contenant n boules noires et n boules

blanches.

Chacun de ces tirages peut étre constitué de k boules noires et n — k boules blanches, k variant de 0 a n.

Pour k fixé, ily a (Z) facons de tirer les k boules noires et (n ﬁ k) facons de tirer les n — k boules blanches donc

ilya C{l) (n z k) tirages de ce type. D’aprés la propriété (1), ce nombre s’écrit aussi (Z)Z
o3tz () - ()

n

d. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (1 + x)™. Cette fonction est dérivable sur R et pour tout réel x, on
a f'(x) =n(1+x)"Tetonaalors f'(1) = n2" 1.

D’autre part, d’aprés la propriété (3), f(x) = Yk=1 (Z) xk1n-k = yk=n (Z) xk

N = n - N - n _ - n

d'ou f'(x) = k=1 (k) x¥~1 et, en particulier, f'(1) = Yx=n (k) 1k-1 = yk=n (k)
. - n _

On a donc bien Y k=10 (k) = n2" 1,
Exercice 6 — Fonction vectorielle de Leibniz
L'objectif de cet exercice est d’étudier une fonction vectorielle, dite de Leibniz, et la notion de barycentre ainsi
que ses applications a la géométrie (points alignés, droites concourantes).
Définition : Soit n points du plan notés A4, A,, ..., A, et n réels notés a4, a, ..., a,. On appelle fonction vectorielle
de Leibniz la fonction fqui a tout point M du plan associe le vecteur :

i
3

—_— O\

F(M) = a,MA; + a;MA, + ...+ a,MA, = Y a;MA4,
i=1

Partie A — Cas général
1. a. Onposem = Y1 a;. Montrer que si O est un point fixé du plan alors, pour tout point M du plan,

7 (M) = £(0) + mMO .

b. Démontrer que si Zfi’f a; # 0, alors il existe un unique point G du plan tel que f(G) =0.
Ce point G est alors appelé le barycentre des points pondérés (44, a,), (4,, a,),,..., (4,,a,) etonappelle masse
du systéme de ces n points pondérés la somme m = .. a; de leurs coefficients.

2. a. Exprimer le vecteur A, G en fonction des vecteurs A1 A4, pour2 <i < n.



b. Soit ABC un triangle, construire, s’ils existent, le barycentre G; des points pondérés (4, 1), (B, 3), le
barycentre G, des points pondérés (4,3),(B,2),(C,1) et le barycentre G; des points pondérés
(4,2),(B,-1),(C,2)

3. Montrer que si A est un réel non nul et si G est le barycentre des points pondérés (4,,a,), (4,, a,), ...,
(4,,, a,,) alors G est aussi le barycentre des points pondérés (4;,Aa,), (4,,7a,),,..., (4, a,).

On admet la propriété dite d’associativité du barycentre : le barycentre de n points pondérés ne change pas
lorsqu’on remplace k d’entre eux, dont la somme m’ de leurs coefficients est non nulle, par leur barycentre
A affecté du coefficient m’.

Grace a des regroupements judicieux de points pondérés, cette propriété permet de démontrer que des droites
sont concourantes ou que des points sont alignés.

Partie B — Cas particuliers

1. Soita et b deuxréelstels a + b # 0. Montrer que si G est barycentre des points pondérés (4, a) et (B, b),
alors G est aligné avec A et B.

2. Trouver deux réels a et b tels que le milieu I d’un segment [AB] soit le barycentre des points pondérés (4, a)
et (B, b). Les réels a et b sont-ils uniques ?

3. Soit ABC un triangle. Soit I, J et K les milieux respectifs des segments [AB],[BC] et [CA] et soit G le
barycentre des points pondérés (4,1), (B, 1), (C,1). En utilisant la propriété d’associativité du barycentre,
retrouver le fait que les médianes du triangle ABC sont concourantes.

4. Soit ABC un triangle. On considére le point I défini par Al = éZE, et les points J et K, milieux respectifs de

[BC] et [A]]. Montrer que le point C est aligné avec les points [ et J.

Partie A
1. a. Soit 0 un point du plan. D’apres la relation de Chasles,
f(M) = Xi=t a;MA, = $iZ7 ;MO + X127 a;04, = (21Z7 a;)MO + $I27 a;04, = mMO + £(0)
b. f(G) = 0 équivaut, d’apres la question précédente, 3 mGO + f(O) = 0 soit mOG = f(O).
Comme m # 0, cela s’écrit 0G = %/7(—.7)) 0 et f(O) sont fixés donc il existe bien un unique point G du
plan tel que f(G) =0.
2. a. f(G) =0 s’écrit alm + aZEAZ + ..+ anm =0
soit a,GA; + ay(GA; + A, 47) + ...+ an(GA; + A4,4,) =0
soit (Zi? ai)—G—;l—{ + ayA A, + ..+ apdiA, =0
soit, puisque Y= a; # 0, A,G = ‘:;na (azm + ..+ anm) = %(azm; + .+ anm).

i=1 @i

b. 1+ 3 =4et4+ 0doncle barycentre G, existe et, d'apres e

. L —  3—= .
la question précédente, AG; = ZAB' ce qui permet de
construire le point G;.

2+ 1+3=6¢et 6 #0 donc le barycentre G, existe et,
d’apres la question précédente,

AG, = 2:4? + %Za ce qui permet de construire le point ¢
Go,.
2—1+ 2 =3et3 # 0donclebarycentre G5 existe et, d’apres la question précédente,

E = — éﬁ + gﬁ—a ce qui permet de construire le point G5.

3. SiAestunréel non nul et si G est le barycentre des points pondérés (44, a,), (4,,a,), ..., (A,, a,), alors
AYI="q,GA, =20 = 0.0r,AXiZ" a;GA, = Y™ Aa;GA, doncle point G est aussi le barycentre des points
pondérés (4,,Aa,), (A,,7a,), ..., (A, Aa,).

Partie B
1. SiG est barycentre des points pondérés (4, a) et (B, b), alors, d’apreés la question A.2.a., AG = a%ﬁ. On

en déduit que les vecteurs AG et AB sont colinéaires et donc G est bien aligné avec A et B.



2. Lepoint ! estle milieu de [AB] lorsque Al = %Zﬁ On cherche donc a et b tels que a% = %soit 2b=a+b

soit a = b. On peut prendre a = b = 1 mais il y a une infinité de couples (a, b) qui conviennent : tous les
couples (a,a) ol a est un réel non nul.
Remarque : on dit alors que I est I'isobarycentre des points A et B.

3. Comme/l est le milieu de [AB], I est barycentre de (4,1) et (B, 1). S
D’autre part, G est le barycentre des points pondérés (4, 1), (B, 1), (C, 1).
L'associativité du barycentre permet d’écrire que G est le barycentre des K
points pondérés (I,2) et (C,1) et donc G appartient a la droite
(CI) médiane issue de C dans le triangle ABC.
On démontrerait de méme que G est le barycentre des points pondérés
(J,2) et (A,1) et que G est le barycentre des points pondérés (K, 2) et
(B, 1).
Le point G est donc le point de concours des trois médianes du triangle ABC.

4. Comme Al = §Z§ = ﬁﬁl—?, le point I est le barycentre de (4, 2) et (B, 1).
On peut aussi définir le point J comme barycentre de (B,1) et (C,1) et le
point K comme barycentre de (4,1) et (J,1) oude (4,2) et (J,2).
L'associativité du barycentre permet d’écrire que K est le barycentre des
points pondérés (4, 2), (B,1) et (C, 1).
L'associativité du barycentre permet alors aussi d’écrire que K est le
barycentre des points pondérés (I,3) et (C, 1).
En particulier le point C est aligné avec les points K et .

B J c




