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Dans ce(e fiche, chaque énoncé d’exercice est précédé de quelques rappels cons8tuant des ou8ls pour traiter 
l’exercice. 
 
Dans ce(e fiche, un raisonnement est régulièrement u6lisé pour démontrer qu’une proposi6on 𝑃!, dépendant d’un 
en6er 𝑛 ≥ 𝑛", est vraie pour tout en6er 𝑛 ≥ 𝑛". Il s’agit du raisonnement par récurrence : 

• On vérifie que la proposi6on 𝑃! est vraie pour 𝑛 = 𝑛" (ini6alisa6on) ; 
• On montre que si la proposi6on 𝑃! est vraie pour un en6er 𝑛, alors la proposi6on 𝑃!#$ est encore vraie 

(hérédité). 
On peut alors en déduire que la proposi6on 𝑃! est vraie pour tout en6er 𝑛 ≥ 𝑛". 
 

Exercice 1 – Sommes de carrés 
Théorème : pour tout en6er naturel non nul 𝑛,  1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛% = $

&
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1). 

 

1. Démontrer ce résultat par récurrence. 
2. Déterminer, pour tout en6er 𝑛, les sommes : 
𝑆! = 2% + 4% + 6% +⋯+ (2𝑛 − 2)% + (2𝑛)% , somme des 𝑛 premiers en6ers pairs ; 
𝑆!' = 1% + 3% + 5% +⋯+ (2𝑛 − 3)% + (2𝑛 − 1)%, somme des 𝑛 premiers en6ers impairs. 
 
1.  Soit 𝑃! la proposi6on « 1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛% = $

&
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) » 

Ini6alisa6on : pour 𝑛 = 1, le terme de gauche dans l’égalité vaut 1 et celui de droite vaut $
&
× 1 × 2 × 3 = 1 donc 

l’égalité est bien vérifiée. 
Hérédité : si pour un en6er 𝑛 ≥ 1, on a 1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛% = $

&
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1), alors 

1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛% + (𝑛 + 1)% =
1
6
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) + (𝑛 + 1)% =

𝑛 + 1
6

2𝑛(2𝑛 + 1) + 6(𝑛 + 1)3

=
𝑛 + 1
6

(2𝑛% + 7𝑛 + 6) =
𝑛 + 1
6

(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3) 

On a donc bien 1% + 2% + 3% +⋯+ 𝑛% + (𝑛 + 1)% = $
&
(𝑛 + 1)((𝑛 + 1) + 1)(2(𝑛 + 1) + 1) 

Ce qui signifie que l’égalité est encore vraie au rang 𝑛 + 1. 
Remarque : on peut obtenir la dernière égalité de deux façons, soit en cherchant les racines du polynôme 2𝑛% + 7𝑛 +
6 pour le factoriser soit en partant de l’égalité qu’on cherche à obtenir puisque si 𝐴 = 𝐵 et 𝐶 = 𝐵 alors 𝐴 = 𝐶. 
Conclusion : pour tout en6er 𝑛 ≥ 1, 1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛% = $

&
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1). 

 

2. Il s’agit, dans un premier temps, de se ramener à la somme vue dans la ques6on 1. en remarquant que pour tout 
en6er 𝑘, (2𝑘)% = 4 × 𝑘% et donc que 𝑆! = 4(1% + 2% + 3% +⋯+ (𝑛 − 1)% + 𝑛%) 
Soit 𝑺𝒏 = 4 × $

&
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) = 𝟐

𝟑
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏). 

 

On remarque ensuite qu’en addi6onnant 𝑆! et 𝑆!′ on ob6ent une somme du type de la ques6on 1. Plus précisément : 
𝑆!' = 1% + 2% + 3% +⋯+ (2𝑛 − 1)% − (2% + 4% + 6% +⋯+ (2𝑛 − 2)%) 
Soit  𝑆!' = 1% + 2% + 3% +⋯+ (2𝑛 − 1)% − 𝑆!+$ 
Soit 𝑆!' =

$
&
(2𝑛 − 1)(2𝑛 − 1 + 1)(2(2𝑛 − 1) + 1) − %

,
(𝑛 − 1)𝑛(2(𝑛 − 1) + 1) 

Soit 𝑺𝒏' =
!
,
((2𝑛 − 1)(4𝑛 − 1) − 2(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)) = 𝒏

𝟑
(𝟐𝒏 − 𝟏)(𝟐𝒏 + 𝟏) 

 
Exercice 2 – Suite négligeable devant une autre suite 
En plus des théorèmes sur les limites de fonc6ons usuelles et sur les opéra6ons (somme, produit, quo6ent et cas 
d’indétermina6on), un théorème intervient souvent dans les recherches de limites : 
Théorème d’encadrement (ou « des gendarmes ») : 
Soit des suites (𝑎!), (𝑏!), (𝑢!). Si à par6r d’un certain rang, on a 𝑎! ≤ 𝑢! ≤ 𝑏! et si les suites (𝑎!)  et (𝑏!) 
convergent vers la même limite réelle 𝐿, alors la suite (𝑢!) converge vers 𝐿. 



 
Défini6on : Soit des suites (𝑢!) et (𝑣!), telles que pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑣! ≠ 0 . On dit que la suite (𝑢!)  est 
négligeable devant la suite (𝑣!) lorsque la suite de terme général 𝑤! =

-!
.!

 converge vers 0. 

1.  Soit des suites (𝑢!), (𝑣!), (𝑤!) telles que pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑣! ≠ 0  et 𝑤! ≠ 0. 
Montrer que si la suite (𝑢!)est négligeable devant la suite (𝑣!) et la suite (𝑣!) négligeable devant la suite (𝑤!), alors 
la suite (𝑢!)est négligeable devant la suite (𝑤!). 
2. Soit des suites (𝑎!), (𝑏!), (𝑣!) telles que pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑣! ≠ 0. Soit 𝑘 un nombre réel. 

Montrer que si les suites (𝑎!)	et (𝑏!),	 sont négligeables devant la suite (𝑣!), alors les suites respec6ves de terme 
général 𝑢! = 𝑎! + 𝑏!	et 𝑈! = 𝑘𝑎! sont négligeables devant (𝑣!). 
3. Soit 𝑚 et 𝑝 des en6ers naturels non nuls et les suites de terme général 𝑢! = 𝑛/ et 𝑣! = 𝑛0 (𝑛 ∈  N*). 

Montrer que la suite (𝑢!)  est négligeable devant la suite (𝑣!) si et seulement si 𝑚	 < 	𝑝. 
4. Soit 𝑎 et 𝑏	des nombres réels strictement posi6fs et les suites de terme général 𝑢! = 𝑎! et 𝑣! = 𝑏!. 

Montrer que la suite (𝑢!)  est négligeable devant la suite (𝑣!) si et seulement si 𝑎	 < 	𝑏. 
5. a.   À l’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout en6er naturel 𝑛, 3! ≥ 𝑛%.   

b.   En déduire que la suite de terme général 𝑢! = 𝑛 est négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 3!. 
6. Soit 𝑛 un en6er naturel non nul. On note 𝑛! le produit des en6ers naturels non nuls inférieurs ou égaux à 𝑛, 

c’est-à-dire : 𝑛! = 𝑛 × (𝑛 − 1)…× 2 × 1. 
Soit 𝑞 un nombre réel strictement supérieur à 1. Soit 𝑛"	le plus pe6t en6er naturel 𝑛 vérifiant 𝑛	 > 	𝑞. 

a. En u6lisant le fait que pour tout en6er naturel 𝑛 tel que 𝑛 ≥ 𝑛", 1
!

!!
= 1

!
×…× 1

!"
× 1
!"+$

×… .× 1
$
, montrer 

qu’il existe un réel posi6f 𝐴	tel que  1
!

!!
≤ 𝐴𝑟!+!"#$ en notant 𝑟 = 1

!"
 . 

b. En déduire que la suite de terme général 𝑢! = 𝑞! est négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 𝑛!. 
c. Montrer que la suite de terme général 𝑢! = 𝑞! est négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 𝑛! .  

 
1.  D’après les hypothèses, lim

!→#4
-!
.!
= 0 et lim

!→#4
.!
5!
= 0 ; or -!

5!
= -!

.!
× .!
5!

 donc par le théorème sue la limite d’un 

produit lim
!→#4

-!
5!
= 0 ; ce qui signifie que la suite (𝑢!)   est négligeable devant la suite (𝑤!). 

2. ▪ D’après les hypothèses, lim
!→#4

6!
.!
= 0 et lim

!→#4
7!
.!
= 0 , donc par le théorème sur la limite d’une somme 

lim
!→#4

( 6!
.!
+ 7!

.!
) = 0 ; puisque pour tout en6er naturel 𝑛, -!

.!
= 6!#7!

.!
= 6!

.!
+ 7!

.!
 , on en déduit lim

!→#4
-!
.!
= 0.  

La suite (𝑢!) est négligeable devant la suite (𝑣!). 
     ▪ D’après les hypothèses, lim

!→#4
6!
.!
= 0, donc lim

!→#4
𝑘 6!
.!
= 0 	; or 8!

.!
= 96!

.!
= 𝑘 6!

.!
 ; on en déduit lim

!→#4
8!
.!
= 0.  

La suite (𝑈!) est négligeable devant la suite (𝑣!). 
3. Pour tout en6er naturel 𝑛 non nul, -!

.!
= !#

!$
= 𝑛/+0. 

Raisonnons par disjonc6on de cas : 
• Si 𝑚 > 𝑝 , alors 𝑚− 𝑝 est un en6er strictement posi6f et l’on sait alors que  lim

!→#4
𝑛/+0 = +∞.  

La suite (𝑢!) n’est pas négligeable devant la suite (𝑣!). 
• Si 𝑚 = 𝑝 , alors 𝑚− 𝑝 est nul et alors  lim

!→#4
𝑛/+0 = 1.  

La suite (𝑢!)	n’est pas négligeable devant la suite (𝑣!). 
• Si 𝑚 < 𝑝 , alors 𝑝 −𝑚	est un en6er strictement posi6f ; et l’on sait lim

!→#4
𝑛0+/ = +∞ . Or 𝑛/+0 = $

!$%#
. 

Donc lim
!→#4

𝑛/+0 = 0 et la suite (𝑢!)	est négligeable devant la suite (𝑣!). 
L’étude par disjonc6on de cas prouve alors l’équivalence : la suite (𝑢!)	est négligeable devant la suite (𝑣!) si et 
seulement si 𝑚	 < 	𝑝. 

4. Pour tout en6er naturel 𝑛 , -!
.!
= 6!

7!
= Z6

7
[
!

.  Posons 𝑞 = 6
7

 et raisonnons par disjonc6on de cas. 

• Si 𝑎 > 𝑏 , alors 𝑞 est un réel strictement supérieur à 1 et l’on sait alors que  lim
!→#4

𝑞! = +∞.  
La suite (𝑢!)	n’est pas négligeable devant la suite (𝑣!). 

• Si 𝑎 = 𝑏 , alors 6
7
= 1  et alors  lim

!→#4
𝑞! = 1.  

La suite (𝑢!)	n’est pas négligeable devant la suite (𝑣!). 
• Si 𝑎 < 𝑏 , alors 0 < 𝑞 < 1; et l’on sait lim

!→#4
𝑞! = 0 .  

La suite (𝑢!)	est négligeable devant la suite (𝑣!). 
L’étude par disjonc6on de cas prouve alors l’équivalence : la suite (un) est négligeable devant la suite (vn) si et 
seulement si 𝑎 < 𝑏. 



5. a.   Pour tout en6er naturel 𝑛, notons 𝑃!	la proposi6on : « 3! ≥ 𝑛% » 
Ini6alisa6on : au rang 0,  3" = 1 et 𝑛% = 0  et 𝑃" est vraie. 
Hérédité : Si pour un en6er 𝑛, la proposi6on 𝑃! vraie alors montrons que la proposi6on 𝑃!#$	est vraie. 
Par produit par 3,  3! ≥ 𝑛% 	⟹  3 × 3! ≥ 3𝑛% donc 3!#$ ≥ 3𝑛%. 
Comparons  3𝑛% et  (𝑛 + 1)%. 

Pour tout en6er naturel 𝑛, 3𝑛% − (𝑛 + 1)% = 2𝑛% − 2𝑛 − 1 = 2Z𝑛 − $
%
[
%
− ,

%
 

Pour les valeurs de 𝑛 égales à 0 ou 1, le nombre 2𝑛% − 2𝑛 − 1	est néga6f. 

Si 𝑛 ≥ 2     , alors 𝑛 − $
%
≥ ,

%
  donc par croissance de la fonc6on carré sur [0 ;+∞[, Z𝑛 − $

%
[
%
≥ :

;
  et par suite 

2 Z𝑛 − $
%
[
%
− ,

%
≥ 3 donc pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑛	 ≥ 	2,  2𝑛% − 2𝑛 − 1 ≥ 0. 

On en conclut que pour tout en6er naturel , 𝑛	 ≥ 	2,  3!#$ ≥ 3𝑛% ≥ (𝑛 + 1)% 
La démonstra6on précédente prouve l’hérédité de la propriété 𝑃! , mais seulement à par6r du rang 𝑛" = 2. 
La proposi6on 𝑃% : « 3% ≥ 2% » étant vraie, le principe de récurrence permet d’affirmer que pour tout en6er naturel 
𝑛 supérieur ou égal à 2, la proposi6on 𝑃! est vraie ; de plus les proposi6ons 𝑃" : « 3" ≥ 0% » et 𝑃$ : « 3$ ≥ 1 » sont 
vraies donc 𝑃!  est vraie pour tout en6er naturel 𝑛. 
 b.   Pour tout en6er naturel 𝑛, non nul, 3! ≥ 𝑛%

	
⇔	$

!
≥ !

,!
 et comme les termes sont posi6fs : $

!
≥ !

,!
≥ 0. 

Puisque lim
!→4

$
!
= 0, alors par le théorème d’encadrement lim

!→4
!
,!
= 0. 

La suite de terme général 𝑢! = 𝑛 est donc négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 3!. 
6. a.  Pour un en6er naturel 𝑛 tel que 𝑛 ≥ 𝑛", 1

!

!!
= 1

!
×…× 1

!"
× 1
!"+$

×… .× 1
$
. 

Notons 𝐴 = 1
!"+$

×… .× 1
$
 ; 𝐴 est un réel posi6f. 

Par décroissance de la suite de terme général $
!

, pour tout en6er 𝑘 tel que 𝑛" ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,  $
9
≤ $

!"
. 

On en déduit, par produit de 𝑛 − 𝑛" + 1 inégalités de même sens et à termes posi6fs, que 1
!
×…× 1

!"
≤ 1!%!"&'

!"!%!"&'
 

En mul6pliant par 𝐴 (posi6f) les deux termes de l’inégalité, cela donne 1
!

!!
≤ 𝐴𝑟!+!"#$ et puisque tous les termes 

sont posi6fs 0 ≤ 1!

!!
≤ 𝐴𝑟!+!"#$. 

b.   La suite de terme général 𝐴𝑟!+!"#$ est une suite géométrique de raison 𝑟	et 0 < 𝑟 < 1 ; ce(e suite converge 
donc vers 0. 
Par le théorème d’encadrement, on en déduit lim

!→#4
1!

!!
= 0. 

La suite de terme général 𝑢! = 𝑞! est donc négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 𝑛!. 
c. Mul6plions entre elles les 𝑛 inégalités de même sens contenant des nombres posi6fs 
1 ≤ 𝑛	; 	2 ≤ 𝑛	; … 	; 	𝑛 − 1	 ≤ 	𝑛	; 	𝑛	 ≤ 	𝑛 ; cela donne : 𝑛! ≤ 𝑛!. 
Par décroissance de la fonc6on inverse sur l’intervalle ]0	; +∞[ , $

!!
≤ $

!!
 Et par produit par le réel posi6f 𝑞!,  1

!

!!
≤ 1!

!!
 

Et comme les nombres sont posi6fs  0 ≤ 1!

!!
≤ 1!

!!
. 

En u6lisant lim
!→#4

1!

!!
= 0 et le théorème d’encadrement, on en déduit lim

!→#4
1!

!!
= 0 

La suite de terme général 𝑢! = 𝑞! est négligeable devant la suite de terme général 𝑣! = 𝑛!. 
 
Exercice 3 – Suites adjacentes 
Quelques principes de base et points de vigilance dans le traitement d’inégalités : 
(1)  Pour comparer deux nombres on peut étudier le signe de leur différence. 
(2) On ne change pas le sens d’une inégalité en ajoutant le même nombre aux deux membres de ce(e inégalité. 
(3) On change le sens d’une inégalité en mul6pliant les deux membres d’une inégalité par un même nombre néga6f. 
(4)  Pour comparer deux nombres posi6fs, on peut comparer leurs carrés. 

 
Théorème : toute suite croissante majorée converge. Toute suite décroissante minorée converge. 
Défini&on : deux suites (𝑢!) et (𝑣!) sont dites adjacentes lorsque l’une est croissante, l’autre décroissante et 
lim
!→4

(𝑢! − 𝑣!) = 0. 
 
 
1. L’objec6f de ce(e ques6on est de démontrer le théorème suivant : « deux suites adjacentes convergent vers la 

même limite ».  



On considère pour cela deux suites adjacentes (𝑢!) et (𝑣!) telles que (𝑢!) est croissante, (𝑣!) est décroissante. 
a.   Montrer que la suite (𝑣! − 𝑢!) est décroissante et en déduire que tous ses termes sont posi6fs. 
b.   En déduire que les deux suites (𝑢!) et (𝑣!) sont convergentes, qu’elles ont même limite 𝑙, et que pour tout 
en6er 𝑛, 𝑢! ≤ 𝑙 ≤ 𝑣!. 

On peut donc maintenant énoncer et appliquer le théorème :  
théorème : deux suites adjacentes convergent vers la même limite. 
 

2. Soit (𝑢!) et (𝑣!) les suites définies par : 
0 < 𝑢" < 𝑣" et, pour tout en6er 𝑛, 𝑢!#$ = c𝑢!𝑣! et 𝑣!#$ =

-!#.!
%

.  
On veut montrer que ces suites sont adjacentes. 
a. Montrer par récurrence que, pour tout en6er 𝑛,   0 < 𝑢! < 𝑢!#$ < 𝑣!#$ < 𝑣! . 
b. En déduire que, pour tout en6er 𝑛, 𝑣!#$ − 𝑢!#$ < 𝑣!#$ − 𝑢! ≤

$
%
(𝑣! − 𝑢!). 

c. Montrer que, pour tout en6er 𝑛, 0 < 𝑣! − 𝑢! <
$
%!
(𝑣" − 𝑢"). 

d. Conclure. 
 

1. On considère deux suites (𝑢!) et (𝑣!) telles que (𝑢!) est croissante, (𝑣!) est décroissante. 
a. Pour tout en6er naturel 𝑛, on a donc  𝑢! ≤ 𝑢!#$ soit   −𝑢!#$ ≤ −𝑢! et 𝑣!#$ ≤ 𝑣! d’où en ajoutant membre à 

membre les inégalités, 𝑣!#$−𝑢!#$ ≤ 𝑣! − 𝑢!, ce qui signifie que la suite (𝑣! − 𝑢!) est décroissante. 
Comme de plus  (𝑣! − 𝑢!) converge vers 0, ce(e suite est à termes posi6fs. 
b. On a alors pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑢" ≤ 𝑢! ≤ 𝑣! ≤ 𝑣". 

La suite (𝑢!) est donc croissante et majorée par 𝑣" et la suite (𝑣!) est décroissante minorée par 𝑢". 
Elles convergent donc toutes les deux.  
Si on appelle 𝑙 et 𝑙’ leurs limites respec6ves, alors 𝑙' − 𝑙 = lim

!→4
	(𝑣! − 𝑢!) = 0 d’où 𝑙 = 𝑙′. 

De plus, comme (𝑢!)	est croissante et de limite 𝑙, 𝑢! ≤ 𝑙 et, de façon analogue, 𝑣! ≥ 𝑙. 
2. a.   Soit 𝑃! la proposi6on « 0 < 𝑢! < 𝑢!#$ < 𝑣!#$ < 𝑣! ». 
Ini6alisa6on :  
On a bien 0 < 𝑢". 
De plus, 𝑢$ et 𝑢" sont deux nombres posi6fs donc les comparer revient à comparer leurs carrés. 
Or 𝑢$% − 𝑢"% = 𝑢"𝑣" − 𝑢"% = 𝑢"(𝑣" − 𝑢") qui est un nombre posi6f puisque 0 < 𝑢" < 𝑣" donc 0 < 𝑢" < 𝑢$. 

De même 𝑣$% − 𝑢$% = Z-"#."
%
[
%
− 𝑢"𝑣" =

$
;
(𝑢"% + 𝑣"% + 2𝑢"𝑣" − 4𝑢"𝑣") =

$
;
(𝑢"% + 𝑣"% − 2𝑢"𝑣") = Z-"+."

%
[
%

 qui est 
un nombre posi6f donc 𝑢$ < 𝑣$. 
Enfin, 𝑣" − 𝑣$ = 𝑣" −

-"#."
%

= ."+-"
%

 qui est un nombre posi6f car 𝑢" < 𝑣" donc 𝑣$ < 𝑣". 
La proposi6on 𝑃" est bien vérifiée. 
Hérédité : si, pour un en6er 𝑛, la proposi6on 𝑃! est vérifiée, c’est-à-dire 0 < 𝑢! < 𝑢!#$ < 𝑣!#$ < 𝑣!, alors, on fait 
un raisonnement analogue pour montrer que 0 < 𝑢!#$ < 𝑢!#% < 𝑣!#% < 𝑣!#$ : 
On a déjà 0 < 𝑢!#$. 
De plus, 𝑢!#$ et 𝑢!#% sont deux nombres posi6fs donc les comparer revient à comparer leurs carrés. 
 
Or 𝑢!#%% − 𝑢!#$% = 𝑢!#$𝑣!#$ − 𝑢!#$% = 𝑢!#$(𝑣!#$ − 𝑢!#$) qui est un nombre posi6f puisque 0 < 𝑢!#$ < 𝑣!#$ 
donc 0 < 𝑢!#$ < 𝑢!#%. 

De même 𝑣!#%% − 𝑢!#%% = Z-!&'#.!&'
%

[
%
− 𝑢!#$𝑣!#$ =

$
;
(𝑢!#$% + 𝑣!#$% + 2𝑢!#$𝑣!#$ − 4𝑢!#$𝑣!#$) =

$
;
(𝑢!#$% + 𝑣!#$% − 2𝑢!#$𝑣!#$) = Z-!&'+.!&'

%
[
%

 qui est un nombre posi6f donc 𝑢!#% < 𝑣!#%. 

Enfin, 𝑣!#$ − 𝑣!#% = 𝑣!#$ −
-!&'#.!&'

%
= .!&'+-!&'

%
 qui est un nombre posi6f car 𝑢!#$ < 𝑣!#$ donc 𝑣!#% < 𝑣!#$. 

La proposi6on 𝑃!#$ est bien vérifiée. 
On en conclut que pour tout en6er 𝑛,   0 < 𝑢! < 𝑢!#$ < 𝑣!#$ < 𝑣! . 
b.   Pour tout en6er naturel 𝑛, comme  𝑢! < 𝑢!#$, −𝑢!#$ < −𝑢! (car −1 < 0) d’où 𝑣!#$ − 𝑢!#$ < 𝑣!#$ − 𝑢!. 
De plus 𝑣!#$ − 𝑢! =

$
%
(𝑢! + 𝑣!) − 𝑢! =

$
%
(𝑣! − 𝑢!). 

On a donc bien, pour tout en6er naturel 𝑛, 𝑣!#$ − 𝑢!#$ < 𝑣!#$ − 𝑢! ≤
$
%
(𝑣! − 𝑢!). 

c. Montrons par récurrence que si on pose ce(e fois-ci 𝑃!	: « 𝑣! − 𝑢! ≤
$
%!
(𝑣" − 𝑢") », alors, pour tout en6er 𝑛, 

𝑃! est vraie. 
Ini6alisa6on : $

%"
= 1 et 𝑃" est vraie. 



Hérédité : si, pour un en6er 𝑛, 𝑃! est vraie c’est-à-dire 𝑣! − 𝑢! ≤
$
%!
(𝑣" − 𝑢") alors montrons que 𝑃!#$ est vraie. 

D’après le b. , 𝑣!#$ − 𝑢!#$ <
$
%
(𝑣! − 𝑢!) et $

%
(𝑣! − 𝑢!) ≤

$
%
× $
%!
(𝑣" − 𝑢") en mul6pliant les deux membres de 

l’inégalité ci-dessus par $
%
 qui est un nombre posi6f. Donc 𝑣!#$ − 𝑢!#$ ≤

$
%!&'

(𝑣" − 𝑢") c’est-à-dire 𝑃!#$ est vraie. 

Conclusion : pour tout en6er 𝑛, 𝑣! − 𝑢! ≤
$
%!
(𝑣" − 𝑢"). 

d. On peut maintenant affirmer que, pour tout en6er 𝑛, 0 < 𝑣! − 𝑢! ≤
$
%!
(𝑣" − 𝑢"). Comme e$

%
e < 1, 

lim
!→#4

$
%!
(𝑣" − 𝑢") = 0 d’où lim

!→#4
(𝑣! − 𝑢!) = 0. 

La suite (𝑢!) est croissante, la suite (𝑣!) est décroissante et lim
!→#4

(𝑣! − 𝑢!) = 0. Les deux suites sont donc des 
suites adjacentes.  
Elles convergent vers une même limite. 
Remarque : leur limite commune est appelée moyenne arithmé8co-géométrique des nombres 𝑢" et 𝑣". 

 
Exercice 4 – Tangentes à une parabole 
Les fonc6ons polynômes du second degré sont représentées par des paraboles. Ces courbes et leurs tangentes ont de 
nombreuses propriétés qui peuvent se démontrer en s’appuyant sur le fait qu’un point appar6ent à un ensemble si et 
seulement si ses coordonnées vérifient une équa6on de l’ensemble dans un repère. 
Pe6t rappel : deux droites du plan sont perpendiculaires si le produit de leur coefficient directeur dans un repère 
orthonormal est égal à −1. 
 
On considère la fonc6on 𝑓	définie sur R par 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥% où 𝑘 est un réel non nul donné et un point 𝐴 du plan de 
coordonnées (𝑎, 𝑏) dans un repère orthonormal. 
1. Soit 𝑀"(𝑥", 𝑦") un point de la courbe représenta6ve 𝒞= de la fonc6on 𝑓 dans un repère. Déterminer une équa6on 
de la tangente 𝒯= à 𝒞= en 𝑀". 
2. Montrer que la droite 𝒯= coupe l’axe des ordonnées en un point 𝑇 qui est le symétrique par rapport à l’origine du 
projeté orthogonal 𝑁"	de  𝑀" sur l’axe des ordonnées. 
3. Déterminer une condi6on nécessaire et suffisante pour qu’il existe au moins une tangente à 𝒞= passant par le point 
𝐴. Etudier plus précisément le nombre de tangentes à 𝒞= passant par le point 𝐴. 
4. Dans le cas, où il existe exactement deux tangentes à 𝒞= passant par le point 𝐴, montrer que ces deux tangentes 
sont perpendiculaires si et seulement si 𝑏 = − $

;9
. 

5. Toujours dans le cas où il existe exactement deux tangentes à 𝒞= passant par le point 𝐴, montrer que si 𝑀$ et 𝑀% 
sont les deux points de contact de ces tangentes avec la parabole et si 𝐼 est le milieu de [𝑀$𝑀%] alors la droite (𝐴𝐼) est 
parallèle à l’axe des ordonnées. 
 
1. Une équa6on de la tangente 𝒯= à 𝒞= en 𝑀" s’écrit 𝑦 = 𝑓'(𝑥")(𝑥 − 𝑥") + 𝑓(𝑥") soit, après simplifica6on, 𝑦 =
2𝑘𝑥"𝑥 − 𝑘𝑥"%. 
2. Les coordonnées du point d’intersec6on	𝑇 de ce(e tangente avec l’axe des ordonnées vérifient les deux équa6ons 
de droite. Son abscisse est donc nulle et son ordonnée vaut −𝑘𝑥"%. Or le projeté orthogonal 𝑁" de  𝑀" sur l’axe des 
ordonnées a pour abscisse 0 et même ordonnée 𝑘𝑥"%	que 𝑀". On vérifie aisément sur les coordonnées que l’origine 𝑂 
du repère est bien le milieu de [𝑇𝑁"]. 
De ce<e propriété Evangelista Toricelli (physicien et géomètre du 17e siècle) a 8ré une méthode de construc8on de 
tangente à la parabole en 𝑀" : construire 𝑁" et T puis la droite (𝑀"𝑇). 
3. 𝐴(𝑎, 𝑏) appar6ent à 𝒯= si et seulement si ses coordonnées vérifient une équa6on de 𝒯= soit 
𝑏 = 2𝑘𝑥"𝑎 − 𝑘𝑥"% , équa6on du second degré en 𝑥" qui s’écrit 𝑘𝑥"% − 2𝑘𝑥"𝑎 + 𝑏 = 0. 
Le discriminant de ce(e équa6on est Δ = (−2𝑘𝑎)% − 4𝑘𝑏 = 4𝑘(𝑘𝑎% − 𝑏). 
Il existe au moins une tangente à 𝒞= passant par le point 𝐴 si et seulement si 4𝑘(𝑘𝑎% − 𝑏) ≥ 0  
Plus précisément : 

• Comme 𝑘 ≠ 0, il existera une unique tangente à 𝒞= passant par le point 𝐴 si et seulement si 𝑘𝑎% − 𝑏 = 0 c’est-
à-dire A est sur la parabole. 

• Si 𝑘 > 0 et 𝑘𝑎% − 𝑏 > 0 (c’est-à-dire A est en dessous de la parabole) si 𝑘 < 0 et 𝑘𝑎% − 𝑏 < 0 (c’est-à-dire A 
est au-dessous de la parabole) ou il existera deux tangentes à 𝒞= passant par le point 𝐴. 

• Si 4𝑘(𝑘𝑎% − 𝑏) < 0, il n’existera pas de tangente à 𝒞= passant par le point 𝐴. 

4. Si 𝑘𝑎% − 𝑏 > 0 les deux solu6ons de l’équa6ons sont 𝑥$ =
%96+>;9(96(+7)

%9
 et 𝑥% =

%96#>;9(96(+7)
%9

 
et les coefficients directeurs des deux tangentes sont 𝑚$ = 2𝑘𝑥$ et 𝑚% = 2𝑘𝑥%. 



Leur produit est 𝑝 = ;9(

;9(
24𝑘%𝑎% − 4𝑘(𝑘𝑎% − 𝑏)3 = 4𝑘𝑏. Les deux tangentes sont donc perpendiculaires si et 

seulement si 𝑏 = − $
;9
. 

La droite d’équa8on 𝑦 = − $
;9

 est en fait la « directrice » de la parabole. 
5. Dire que (𝐴𝐼) est parallèle à l’axe des ordonnées revient à dire que les points 𝐴 et	𝐼 ont même abscisse. 
Or 𝐼 a pour abscisse A'#A(

%
. Comme 𝑥$ et 𝑥% sont les solu6ons de l’équa6on 𝑘𝑥"% − 2𝑘𝑥"𝑎 + 𝑏 = 0, on sait que 𝑥$ +

𝑥% = − +%96
9

= 2𝑎 et A'#A(
%

= 𝑎. Les points 𝐴 et	𝐼 ont donc bien même abscisse. 
 
Exercice 5 – FoncAons convexes 
Défini6on : on dit qu’une fonc6on 𝑓 est convexe sur un intervalle 𝐼 lorsque pour tous points A et B (d’abscisses 
respec6ves 𝑎 et 𝑏 appartenant à 𝐼) de la courbe représenta6ve	𝐶= de ce(e fonc6on dans un repère, le segment [AB] 
est situé au-dessus de 𝐶= sur l’intervalle [𝑎, 𝑏].  
Propriété : Soit 𝑓	une fonc6on deux fois dérivable sur un intervalle 𝐼. La fonc6on 𝑓 est convexe sur I si et seulement si 
sa dérivée seconde 𝑓’’ est posi6ve sur 𝐼.  
 
1. Soit 𝑓 une fonc6on définie et deux fois dérivable sur un intervalle 𝐼. On suppose que 𝑓’’ est posi6ve sur 𝐼. Montrer 

que la courbe représenta6ve de 𝑓 sur 𝐼 dans un repère est située au-dessus de toutes ses tangentes. 
2. Soit 𝑛 un en6er supérieur ou égal à 2.  

a. Etudier la convexité de la fonc6on 𝑓 définie sur [−1,+∞[ par 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)!. 
b.  En déduire l’inégalité de Bernoulli :  

pour tout réel 𝑥 ∈ [−1,+∞[, pour tout en6er 𝑛 ≥ 2, (1 + 𝑥)! ≥ 1 + 𝑛𝑥. 

3. Inégalité arithmé6co-quadratrique. Montrer que pour tous réels 𝑎 et 𝑏 posi6fs, 6#7
%
≤ q6

(#7(

%
. 

(On pourra s’intéresser auparavant à la fonc6on carré). 
 
1. Soit 𝑥" ∈ 𝐼, la tangente à 𝐶= au point A d’abscisse 𝑥" a pour équa6on 𝑦 = 𝑓(𝑥") + 𝑓′(𝑥")(𝑥 − 𝑥"). 

La posi6on rela6ve de la courbe 𝐶= et de sa tangente au point A est donnée par le signe de la fonc6on 𝜑 définie sur 
𝐼	par 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝑓(𝑥") + 𝑓′(𝑥")(𝑥 − 𝑥")). 
 𝑓 est deux fois dérivable sur 𝐼 donc  𝜑 est dérivable sur 𝐼 
et pour tout 𝑥 ∈ 𝐼,  
𝜑′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑥"). Comme 𝑓’’ est posi6ve sur 𝐼, 𝑓’ 
est croissante sur 𝐼 . On en déduit, ci-contre le signe de 𝜑′ 
et le tableau de varia6on de 𝜑.  
De plus 𝜑(𝑥") = 𝑓(𝑥") − (𝑓(𝑥") + 𝑓′(𝑥")(𝑥" − 𝑥")) 
Soit 𝜑(𝑥") = 0 

𝑥 𝑥" 
𝜑′(𝑥) −               0                       + 

𝜑(𝑥) 

 
 
 

0 
 

On en déduit que pour tout 𝑥 ∈ 𝐼, 𝜑(𝑥) ≥ 0, ce qui signifie que la courbe représenta6ve de 𝑓 sur 𝐼 dans un repère 
est située au-dessus de toutes ses tangentes. 
2. a.    La fonc6on 𝑓 est deux fois dérivable sur [−1,+∞[ et pour tout 𝑥 ∈ [−1,+∞[, 𝑓'(𝑥) = 𝑛(1 + 𝑥)!+$ et  
𝑓'′(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(1 + 𝑥)!+% . Sur [−1,+∞[, 𝑓′′ est posi6ve donc la fonc6on 𝑓 est convexe sur [−1,+∞[. 

b. On applique le résultat du 1. On considère la tangente à la courbe représentant 𝑓 au point d’abscisse 0. Ce(e 
tangente a pour équa6on 𝑦 = 𝑓(0) + 𝑓'(0)𝑥 soit 𝑦 = 1 + 𝑛𝑥.  

On a donc bien pour tout réel 𝑥 ∈ [−1,+∞[, pour tout en6er 𝑛 ≥ 2, (1 + 𝑥)! ≥ 1 + 𝑛𝑥. 
3. La fonc6on carré est une fonc6on convexe sur R car sa dérivée seconde (fonc6on constante égale à 2) est posi6ve 

sur R. Sa courbe représenta6ve 𝐶 est donc située en-dessous de ses sécantes. 
Soit A et B deux points 𝐶 d’abscisses respec6ves 𝑎 et 𝑏 (deux réels posi6fs), le milieu M de [AB] est donc situé au-

dessus du point de 𝐶 de même abscisse que M, ce qui s’écrit : 6
(#7(

%
≥ Z6#7

%
[
%

. 

Comme deux nombres posi6fs sont rangés dans le même ordre que leurs carrés on en déduit que 6#7
%
≤ q6(#7(

%
. 

 
 Exercice 6 – Comparaison de foncAons et étude de dérivabilité 
Pour comparer deux expressions, on étudie souvent le signe de la différence. Si une factorisa6on semble impossible 
on peut se ramener à étudier le sens de varia6on d’une fonc6on pour en déduire son signe. 
En spécialité terminale, on démontre que les fonc6ons sinus et cosinus sont dérivables sur R et que pour tout réel 𝑥, 
sin'(𝑥) = cos(𝑥) et cos'(𝑥) = −sin(𝑥). 
 



1. Montrer que pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, on a sin(𝑥) ≤ 𝑥.  
On pourra étudier sur [0;+∞[ les varia6ons de la fonc6on φ définie par φ(𝑥) = 𝑥 − sin(𝑥). 
2. Démontrer de même successivement que pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, on a : 

1 − A(

%
≤ cos(𝑥)  𝑥 − A)

&
≤ sin(𝑥) 

En déduire un encadrement de sin(𝑥). 
3. On considère la fonc6on 𝑔 définie sur [0, π] par 𝑔(𝑥) = 𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥. 

a. Déterminer le sens de varia6on puis le signe de la fonc6on 𝑔 sur [0, π]. En déduire le sens de varia6on de la 
fonc6on 𝑓	définie sur [0, π] par 𝑓(0) = 1 et pour tout 𝑥 ∈ ]0, π], 𝑓(𝑥) = BCD A

A
. 

b. Montrer que la fonc6on	𝑓 est con6nue en 0. 
c. En s’appuyant sur les inégalités démontrées précédemment, étudier la dérivabilité de la fonc6on 𝑓 en 0 et en 

déduire la tangente au point d’abscisse 0 à la courbe représentant 𝐶 la fonc6on	𝑓 dans un repère. 
(On reviendra à la défini6on d’une fonc6on dérivable en 𝑥"). 

 
1. Soit la fonc6on φ définie sur [0;+∞[ par φ(𝑥) = 𝑥 − sin(𝑥). Par somme, φ est dérivable sur [0;+∞[ et pour 

tout réel posi6f ou nul 𝑥, on a  φ'(𝑥) = 1 − cos(𝑥) et φ'(𝑥) ≥ 0 donc φ est croissante sur [0;+∞[. 
Comme φ(0) = 0, on en déduit que pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, φ(𝑥) ≥ 0 soit sin(𝑥) ≤ 𝑥. 
 
A(en8on : il ne faut pas confondre fonc8on croissante et fonc8on posi8ve mais l’un permet parfois de déduire l’autre. 
 
2.  On considère de même les fonc6ons 𝜓 et 𝛾 définies sur [0;+∞[ par : 

𝜓(𝑥) = cos(𝑥) −1 + A(

%
 𝛾(𝑥) = sin(𝑥) − 	𝑥 + A)

&
   

Les deux fonc6ons sont dérivables sur [0;+∞[ et : 
• pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, 𝜓'(𝑥) = −sin(𝑥) + 𝑥 = φ(𝑥) donc 𝜓'(𝑥) ≥ 0 donc est 𝜓 est croissante sur 

[0;+∞[.  
Or 𝜓(0) = 0 donc pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, 𝜓(𝑥) ≥ 0 soit 1 − A(

%
≤ cos(𝑥). 

• pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, 𝛾'(𝑥) = cos(𝑥) − 1 + A(

%
= 𝜓(𝑥) donc 𝛾'(𝑥) ≥ 0 donc 𝛾 est  croissante sur 

[0;+∞[.  
Or 𝛾(0) = 0 donc pour tout réel posi6f ou nul 𝑥, 𝛾(𝑥) ≥ 0 soit 𝑥 − A)

&
≤ sin(𝑥). 

Des inégalités obtenues dans la ques6on 2 ., on 6re que, pour tout réel posi6f ou nul 𝑥 : 𝑥 − A)

&
≤ sin(𝑥) ≤ 𝑥.   

3. a.   Comme somme et produit de fonc6ons dérivables sur [0, π], la fonc6on 𝑔 est dérivable sur [0, π] et pour tout 
𝑥 ∈ [0, π], 𝑔'(𝑥) = cos 𝑥 − 𝑥 sin 𝑥 − cos 𝑥 = −𝑥 sin 𝑥. Pour tout 𝑥 ∈ [0, π], 𝑥 ≥ 0, sin 𝑥 ≥ 0 donc 𝑔'(𝑥) ≤ 0. La 
fonc6on 𝑔 est décroissante sur [0, π]. Comme 𝑔(0) = 0, on en déduit que pour tout 𝑥 ∈ [0, π], 𝑔(𝑥) ≤ 0. 
Par quo6ent, la fonc6on 𝑓 est dérivable sur ]0, π], et pour tout 𝑥 ∈ ]0, π] , 𝑓'(𝑥) = A EFB A+BCD A

A(
.  

𝑓'(𝑥) a donc le signe de 𝑔(𝑥). On en déduit que la fonc6on 𝑓 est décroissante sur ]0, π]. 
b. Pour tout 𝑥 ∈ ]0, π], 𝑥 − A)

&
≤ sin(𝑥) ≤ 𝑥 donc, puisque 𝑥 > 0, 1 − A(

&
≤ BCD A

A
≤ 1. On en déduit que 

lim
A→"

BCD A
A
= 1 = 𝑓(0). La fonc6on 𝑓 est donc con6nue en 0. 

c. Pour tout 𝑥 ∈ ]0, π], =(A)+=(")
A+"

=
*+,-
- +$

A
= BCD A+A

A(
. 

Or, d’après la ques6on 2, pour tout 𝑥 ∈ ]0, π], 𝑥 − A)

&
≤ sin(𝑥) ≤ 𝑥 soit − A)

&
≤ sin(𝑥) − 𝑥 ≤ 0. En divisant par 

𝑥% > 0, − A
&
≤ BCD A+A

A(
≤ 0 d’où, par encadrement, lim

A→"
BCD A+A
A(

= 0 c’est-à-dire lim
A→"

=(A)+=(")
A+"

= 0. 
On en déduit que la fonc6on 𝑓 est dérivable en 0 et que 𝑓’(0) = 0. 
Comme 𝑓(0) = 1, la tangente au point d’abscisse 0 à la courbe 𝐶 est la droite d’équa6on 𝑦 = 1.  
 

Exercice 7 – ÉquaAon foncAonnelle de Cauchy 
Une équa6on fonc6onnelle est une équa6on dans laquelle l’inconnue est une fonc6on. Dans ce type d’équa6on, on 
commence souvent par chercher les images de nombres par6culiers (par exemple 0 ou 1), puis d’en6ers naturels puis 
rela6fs, puis de ra6onnels avant de déterminer l’image d’un réel quelconque. Ce(e démarche est courante en post-
bac. 
 
On veut déterminer toutes les fonc6ons 𝑓 définies et con6nues sur R telles que pour tous réels 𝑥 et 𝑦, 𝑓(𝑥 + 𝑦) =
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).  



a. Soit 𝑓 une telle fonc6on, montrer que 𝑓(0) = 0 et que pour tout en6er naturel non nul 𝑛, 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥).  (1) 
b. Montrer que ce(e égalité est aussi vraie pour tout en6er 𝑛 néga6f. 
c. En remarquant que si 𝑝 et 𝑞 sont deux en6ers tels que 𝑞 ≠ 0, 𝑞 × 0

1
= 𝑝, en déduire que l’égalité (1) est vérifiée pour 

tout réel 𝑥 et tout ra6onnel 𝑟. En déduire qu’il existe un réel 𝑘 tel que pour tout ra6onnel 𝑟, 𝑓(𝑟) = 𝑘𝑟.  
d. On admet que tout nombre réel 𝑥 peut être obtenu comme limite d’une suite (𝑟!) de nombres ra6onnels. En déduire 
que, pour tout réel 𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥.  
e. Conclure 
 
a. Si on prend 𝑥 = 𝑦 = 0, on ob6ent 𝑓(0) = 2𝑓(0) dont la seule solu6on est 𝑓(0) = 0. 
Pour 𝑛 = 1, l’égalité (1) est vérifiée. 
Si ce(e égalité est vérifiée pour un en6er 𝑛, alors pour tout réel 𝑥, 
 𝑓2(𝑛 + 1)𝑥3 = 𝑓(𝑛𝑥 + 𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) + 𝑓(𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) = (𝑛 + 1)𝑓(𝑥)  
et l’égalité (1) est vérifiée au rang 𝑛 + 1. 
Conclusion : pour tout réel 𝑥 et pour tout en6er naturel non nul 𝑛, 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥). 
b. Si 𝑛 est un en6er néga6f alors −𝑛 > 0 et pour tout réel 𝑥,  
0 = 𝑓(0) = 𝑓(−𝑛𝑥 + 𝑛𝑥) = 𝑓(−𝑛𝑥) + 𝑓(𝑛𝑥). Or, comme  −𝑛 > 0, 𝑓(−𝑛𝑥) = −𝑛𝑓(𝑥),  
d’où 𝑓(𝑛𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥). 
c. Pour tout ra6onnel	𝑟, il existe deux en6ers 𝑝	et 𝑞 tels que 𝑞 ≠ 0 et  𝑟 = 0

1
. D’après les ques6ons a. et b. pour tout 

réel 𝑥, 𝑝𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑝𝑥) = 𝑓 Z𝑞 × 0
1
𝑥[ = 𝑞𝑓 Z0

1
𝑥[ d’où l’égalité (1) est bien vérifiée pour tout ra6onnel 𝑟 et tout réel 𝑥. 

En par6culier, pour 𝑥 = 1, 𝑓(𝑟) = 𝑟𝑓(1). Il suffit de poser 𝑓(1) = 𝑘. 
d. Soit 𝑥 un réel quelconque. Il existe une suite (𝑟!) de nombres ra6onnels telle que	𝑥 = lim

!→4
𝑟! alors, comme 𝑓 est 

con6nue sur R, 𝑓(𝑥) = 𝑓 Z lim
!→4

𝑟![ = lim
!→4

𝑓(𝑟!). 
Soit 𝑓(𝑥) = lim

!→4
𝑘𝑟! = 𝑘 lim

!→4
𝑟! = 𝑘𝑥.  

e. On en déduit que les solu6ons de l’équa6on fonc6onnelle de Cauchy sont les fonc6ons linéaires. 
 

 
 
 


