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S Retour sur I’equation
¥-% du troisieme degre

Au XVle siecle, pour les mathématiciens européens, les
nombres négatifs sont systématiqguement écartés. Les

Niccolo Tartaglia

Jérdme Cardan o ] . T _
1501 - 1576 coefficients des équations sont positifs et les solutions 1499 - 1557

attendues sont positives. On cherche a résoudre des
équations du type x> + ax = b, ou a et b sont positifs

Scipione Ferro of Bologna, almost thirty years ago, discovered the solution of the cube and things equal to a number, a

really beautiful and admirable accomplishment. In distinction this discovery surpasses all mortal ingenuity, and all
human subtlety.

Pourquoi n’y a-t-il pas de terme du second degré? Posons x = y + u, on obtient :

x3+ax?+bx+c=vy3+@Bu+b)y*+ (Bu®+2au+b)y+ud+au®+bu+c
Ce qui montre gu’on peut s’en passer...



% TERZA RISPOSTA %

Al Eccellente M, Hieronimo Cardano Medico Milanefc , &
Lettor Publico in Pauia,

Et al Eccellente meffer Lodouico Ferrato delle Mathematice
Lettor publico in Melano’, Con la refolutione , ouer
Rifpofta de, ;1.Quefiti,ouer queftioni da
quelli allui propofti,

Possiass * e Pas facile de reconstituer I’histoire de

videdi ri\f;‘lutfa_ x;ifpoﬂ:zslﬂlo {oftro fecondo Cartello, ‘Et con quelia vi y ° 9 r ° L.
indrizai (Q vefiti,ouer Queftioni, 3 1,con offertache fe voi ambidui t d t

Infieme conchealtro vi pareffe, me i refolucuate in termine de giorni, 1 54 la reSOIUtlon d equa lons u rOlSleme

dapoi [a prefentatione di quelli,che mi contentauadi perdere ducatti, 5. de

dz:ﬁr;.& la mira delfi mei ;icl;anti libri che t.:_ntodvc infc&m\; » ( per nxrr(ait in 7 = =X

uellila pura verita ) liquali danari & libri afcendeuano alla fomma de duce XV I I

?;o,Et ghc fcpcrfonclvoinon me fapeuate refoluereli detti Q uefitinel det d e g re e n I tal I e a.u e S I e C e "

£o rermine;io non voleuache voi folti tenuti a perdere cofa alcuna, Ec vi ferif

fi anchora chefe per forte t\{oi pc;_n li fapleu.}tcl rifo&u«ire cofi in d%lomi.l 15.vi N ° o / °

concedeua pert manco voftra infamia che foluendoli anchor i el detto

urminc,vnpmcfc,& anchor dui,o tutti,ouer parce de quc:h,chc ;f:;dh' publi ( : I - C O n t re u n faC - S lmll e d u n e lett re

car le dette voftre folutioni al mondo, Laqual miarifpofta , & Quefiti furno

confignari ;:!lla; S, [d)c m.(c)lmuianho Sgotto 5] [gimo di ?i maggio, Prefente m, ’ = N\

Dominico del q.Dona Cantor, Etadi, 3 .del detto mefe trouai la Signoria di d t

;.Ottauiano gcotto,&lo adimandai fe vi haueua mandatala dett%nmia tie ad re SS e e p a r I a rtag I I a. a C a. r a n e

foofta,& quefici,quel mi rifpofe ( prefente a dui homini da bene ) che il giors

no auanti {e era partito il portator di quella,che faria ftato adi. 2, di maggio, -

talmente che talfando, 3.0uer, 4. giorni al derto latore per venite da Venetia

a Melano,faccio conto chealli, 5.0uer al piualli,6.di maggio voi doueftirie e r r a r I .

Ceuerela detta mia rifpofta,& quefici, Ex perche moli mei amici me reprens

deuano grandamente ogni giorno digando che io era fato troppo largo, &

liberale a farue ad ambidui coff largo partito,& maffime con liberta di poter

Ui far agiutare anchoraad aleei,& conofcendo che me dicenano il veros fon

fato per finalii, 6. di giugno alquanto fufpefo dubitando che non mi manda

i3 refolutione di quelli nel termiuea voi affignato, Dico per fin alli6. di

8iuguno,perche io vi limitaua (come detto ) gioni.a 5.per rifoluer Ah dettica

f‘f S 87“')' @Cm da @mml&f



Qudando chel cubo conle cofe appreffo

Se aggudglia 4 qualche numerodifereto

Tronan dul altri differentiin effo.
Dapoiterrai quefto per confucto
Che'llor produtto fempre ffs eguale
Alterzo cubodele coft neto,
El reflduo poi fuo generale
Delli lor lati cubi ben fottratti
Vdrrd la tug cofs principsle.
In ¢l fecondo de cotefliatti
Quando cbe’lcube reft4ffe lui folo
T offeruarai quefY aliricontratti,
Del numer faraidue tal part’a uolo
Che Cunaim Paltrafl producy fchictto
Elterzocubo delle cofein flolo
Delle gral poi,per commun precetto
Torrai lilati crbi infleme gionti
Et cotal fommd fara il tuo concetto,
¥/ terzo poide queflinoftyi conti
Sefoluc col fecondo feben guardi
Che per naturd fon quaff eongionti,
Quiefti troudi, ¢ non con pafii tardi
Nelmille cinquecente, quatroe trentd
Con fondamcnt: ben fald’e gagliardi
Nella citta dal mar’intorno centds

_a recette de Tartaglia

Pas exactement L’équation est écrite : x3 + px = q.
Posonsx = u + vilvientu® + v3 + (u+v)(Buv +p) = ¢

On impose uv = —2 On doit alors résoudre le systeme
.
ul+v3=gq
V.33 _ D u3 et v3 sont solutions de I'équation
uU’v’ = ——
L 27
3
X% —qgX — 129—7 = (. Le discriminant de cette équation est le
- 4p3+27q° . ..
célebre A= =2 1 Par principe les coefficients p et q sont

positifs, A est positif, il y a deux racines dont u et v sont les

. . 3/ +VA 3/ —VA , .
racines cubiques : u = 1 x etv = |- x et 'équation

N . . 3 +\/Z 3 _\/Z
possede une solution unique x = /q —+ 1 -




et Leéquation du troisieme degre
avec d’autres nombres

o/ | La méthode de Tartaglia n’envisage pas les données négatives, mais si on
v 20106 essaie : x> — 15x = 4 posséde la solution 4 qui échappe a la formule de

Nelle famperiad Grenarm Refs
MDLYZXZIL

BT résolution, qui donnerait 4 = i/Z +/—=121 + 3;/2 —+/=121

L'algebra (1572)de  yne supposition de Raphaél Bombelli (1526 — 1572) : chercher une
Raphael Bombelli ] ] ] .
« racine cubique » de 2 + 11v—1 de la forme 2 + av —1, ce qui donnerait

s s S 8 —6a’+ 12av—-1—a’v-1=2+11V-1

4-pR.q. L 214.m.20,1 55“31“" | Par identification : 12a —a® = 11 et 8 — 6a% = 2
-R.q.Lz4.m.=o._1 i Egua)eizm«; | enfina=1letx=24+Vv-14+2—-—v-1=4
i o e Feulediim '6P o C’était le début pour les nombres

gue Descartes appellera imaginaires
L'écriture mathématique de Bombelli
(selon Florian Cajori)



Courbes elliptiques (1)

La définition retenue par Weierstrass, une courbe elliptique (C) sur le
corps des nombres réels posséde une équation y* = x> + ax + b.

Etude du polyndme f(x) = x3 +ax+ b
Sia = 0, fest monotone croissante, il y a une seule racine (réelle);
Sia < 0, la fonction dérivée f'posséde deux zéros, : |

—a —a . . . T /
en /? et — /? Le maximum et le minimum %k |

relatifs sont de signe contraire si et seulement si 5 >\
A< 0,0U A= 4a3 + 27b* 2
(en vert, la courbe de f, en bleu la courbe (C))




Courbes elliptiques (2)

Le polyn6me f possede
une racine double
positive. La courbe (C)
présente un point
double

A= 0

PaEsEt | Le polyndme f
A ~ possede une racine
triple. La courbe (C)
présente un point de
rebroussement

\ A= 0

Le polyndme f
possede trois
racines. La courbe
(C) a deux
composantes

A> 0

Le polyndbme f possede
une seule racine. La
courbe (C) a une seule
composante

A<

Seule la deuxieme ligne du tableau intéresse la suite. On n’a pas illustré le cas d’une racine double négative...




Une addition de points

5 S

5

-3

-2

Si la droite coupe la courbe en trois points, le symétrique du « troisieme » par rapport a I'axe des abscisses est la
somme des deux premiers. Si elle est tangente a la courbe, c’est le point de contact qui est le « troisieme ». Si la droite
est verticale la somme de A et B (troisieme colonne) comme la somme de D et D sont le « point a l'infini », noté
(maladroitement) O. N’oublions pas que toute droite passant par un point de la courbe est ou bien une verticale, ou
bien est tangente a la courbe, ou bien la coupe en trois points.




Coordonnées de la somme

... dans le cas d’'une sécante oblique de pente rationnelle...

La courbe (C) d’équation y? = x3 + Ax + B et la droite (d) d’équation y = ax + b se
coupent en deux points donnés de coordonnées (x4, y1) et (x5, y>).

'équation aux abscisses des points d’intersection s’écrit :
x3 + Ax + B = (ax + b)?

Ou encore x3 —a’x*+ (A—2a)x+B —b* =0
Cette équation a trois solutions, x4, x, et x3, on a donc x; + x, + x3 = a?,
2

3’2—3/1) — X — Xy
X2—X1

Le point somme a pour coordonnées cet x; et y, = —(ax3 + b)

Remarque fondamentale :
deux points « rationnels » ont une somme « rationnelle »

Ce qui fournit x5 = (



Multiplication par un entier

La tangente en un point P de |la courbe recoupe
celle-ci en un point disons Q dont le symétrique
par rapport a I'axe des abscisses est P+P (a ne
pas confondre avec le point Q+P, qui est le
symétrique de P par rapport a cet axe).

On peut poursuivre le procédé et construire le
point (P+P)+P qui est aussi P+(P+P) — nous
n’avons pas démontré I'associativité de
I'opération - . On peut ainsi obtenir les points nP
pour toutes les valeurs de n sauf si P est un point
de torsion.




L_es pomts « rationnels »

A partir de deux points a coordonnées rationnelles, on en
trouve un troisieme et ainsi de suite. Peut-on, en partant
de quelques points de la courbe, trouver tous les points a
coordonnées rationnelles?

Points rationnels sur la courbe y? = x3 —4x + 1

Jennifer Park, Bjorn Poonen et Melanie Wood, avec
Le rang d’une courbe elliptique est le nombre John Voight, en pointe dans les recherches sur le rang
minimum de points rationnels indépendants des courbes elliptiques (en 2018)

permettant de trouver tous les points rationnels de

la courbe


https://d.docs.live.net/328D3E179432AC24/Desktop/Pépinière%20février/Rank_optimized_2880x1620_v3.mp4

... déja, le cercle lui-meme...

Z

™
g

A partir du point de coordonnées (-1, 0) du cercle (C) de centre O et de
rayon 1, on trace la droite passant par le point de coordonnées (0, t),
droite d’équation y = t(1 + x). t est un rationnel compris entre 0 et 1.

Cette droite recoupe le cercle au point de coordonnées (x, t(1+ x)), ou
x? + t?(1 + x)? = 1, égalité qui peut s’écrire t*(1 + x) = 1 — x pour

: 1-t? 2t
tout x # —1.Onobtientx = — ety =—.
1+t 1+t

On peut continuer en tracant une droite de pente rationnelle passant par
le point obtenu. Tous les points du cercle a coordonnées rationnelles
peuvent étre obtenus, et donc tous les triplets pythagoriciens puisque
2 2
b : :
(3) + (—) = 1 et a® + b? = c¢? sont identiques.

Cc C




Quelques exemples (1)

2

~
C

—2-

Une équation de Mordell : y* = x3 + 1
La courbe ne présente que cing points a
coordonnées entieres et 'ensemble
formé par ces cing points et le point a
I"infini est stable par addition. Ce sont
les seuls points rationnels. La courbe
est dite de rang O.

Rappel arithmétique : en nombres entiers positifs x> = (y — 1)(y + 1)
y —lety+ 1. Siy est pair, les deux facteurs sont impairs et premiers
entre eux ... DONC ce sont des cubes et la différence de deux cubes
d’entiers supérieurs a 1 est supérieure a 2 (exercice : écrire tout ¢a)



Quelques exemples (2)

« Secp256kl » est le nom donne en cryptographie a cette

— courbe, dont I'équation est y? = x3 + 7.

Si on se donne un point P et un point Q multiple de P, le

nombre n tel que Q = nP est caché et c’est dans ce nombre

gu’on peut dissimuler des informations confidentielles.

Ca, c’est le point de départ. Quel genre de coordonnées?

abscisse X :

5506626302227734366957871889516853432625060345377

a&a&(jw%mmaw

75941755001873609396729240
ordonnée y :

3267051002075881697808308513050704318447127338065
9243275938904335757337482424



Il faudra d’autres outils

250
240

230 |-
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258 points (infinity not shown) yh2=x"3 + 0x + 7 mod 257

1]

= 1
0 20 30 40 s8¢ &0 VO &0 80 100 110 120 130 140 150 180 1¥D 180 180 200 210 220 230 240 250

Avec de tels nombres, il faut
des outils de calcul a la
hauteur... La courbe ne sert
a rien puisqu’on a les
démarches du calcul. Ci-
contre, un tableau donnant
une suite de points (modulo
257 pour les coordonnées).
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