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I Fiche 1 — Calcul littéral

Exercicel:

1) Pour tout x réel, on a :

(

o ((-3)"-4)
(
(

2) Pour tous réels z et y, on a :

4 8
327 — 4 +3y> + 6y —8=0 = x2—§x+y2+2y—7:0

3
2 /2\* [2\°
<:>172—2><:c><3+(3> —<3> +y2+2><y><1+12—12—§:0
2
2 4 5 8
e (2-Z2) - = 1)’ —1-2=
(m 3> i) S0
2
2 , 37
— - = 1)"——=0
(+-3) +wrv-3
= 2 2+( +1)° 37
xr— — = —.
3 Y 9

2
L’ensemble des points M (z;y) vérifiant cette équation est le cercle de centre 2 (3 ; —1) et de rayon

- 37 V3T
Vo 37
Exercice 2:
2
2 1 1 1 2 1 9
a)Ona:a:3;b:—6etc:—12d’oﬁA:b2—4ac:(—6> —4><3><<—12>:36>0donc
2 1 1
I’équation §x2 - gx T 0 admet deux solutions :
1 9 1 9
—b-VA 57 \3mw 1 —b+VA sty 1
xr1 = = 2 :—7etl‘2: = 3 = —
2a 2x % 4 2a 2x % 2
11
D =q——;= .
onc . {4,2}
X =22

4

b) Pour tout z réel, ’équation z* — 22 — 12 = 0 est équivalente au systéme

X2-X-12=0

Ona:a=1;b=—-letc=—12dou A =b>—4dac=(-1)> =4 x 1 x (—12) = 49 > 0 donc I'équation
X? — X — 12 = 0 admet deux solutions :

Xlz—b—\/Z:1—@2_3etX2:—b+¢Z:1+\/E:4
2a 2x1 2a 2x1
Or, pour tout x réel, on a :
e 22 = —3 n’admet pas de solution dans R;
e 1’=4 «— z=—20uz=2

Donc . = {—2;2}.
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c) Pour tout x réel,ona:2x+1=0 <= 2x=-1 < v=—=
)
, ol a:

Ainsi, pour tout z de R\ { 5

6 6
<dr—1 <= — (4 —1 0
w1 > srr1 o)<
6 (4z —1)(2z + 1)
<= — <0
20+ 1 20+ 1
6 82 +4x —2x —1
— — <
2+ 1 2+ 1 0
6 —8zx%2—2 1
<= < T <0
20+ 1
—822 —2
PN €T x+7<0
2z + 1

Ona:a=-8;b=—-2etc=7don
A=b*—4dac=(-2)" —4x (—8) x T=4+4x56 = 4(1456) = 4 x 57 > 0 donc le trinéme —8z> — 2z + 7

2—4x57 2-2V57 —1+457
B B 8

admet deux racines :
—b—VA
1‘1: =
2a 2 x (-8) —16
ot 2 b+ VA 24 AXBT 24257 —1— /57
77 2¢ T 2x(=8)  -—16 8
" o —1— /57 1 —14+/57 Lo
8 2 8
—82% — 20 47 - 0 + + 0 -
2z + 1 - - 0 + +
82 _
8z —2x 47 n 0 B n 0 _
2z +1
—1—+ 1 -1+
Donc ¥ = 757;77 U +757;+oo.
8 2 8
d) Pour tout z réel, on a :
0 4-272=0 < 2?=4 < 2>=2 < z=—V20uz=V2;
1
021’—1:0<:>21‘=1<:>$=§.
1
x —00 -2 3 V2 +00
4 — 227 - 0 + 0 -
2¢ — 1 — - 0 + +
(4—22%) (22— 1) + 0 - 0 0o -
T 1
Donc ¥ = |—oc0; — 2[U]2;\/§{
3 ANNEE 2019-2020
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Exercice 3 :

1) On a:
car la fonction carré est décroissante sur [—1;0] donc
“1<2<2 donc 0< 22 <4 0< 22 < 1 pour z € [—1;0] et la fonction carré est croissante
sur [0;2] donc 0 < 2® < 4 pour = € [0;2] d’ou le résultat.
car on multiplie chaque membre de I'inégalité par un nombre
done  —4 < —2* <0 négatif.
done 1<5-—22<5 car on ajoute 5 & chaque membre de l'inégalité.
1 1 . :
donc 5 < 5 .2 <1  car la fonction inverse est décroissante sur [1;5].
2) Pour tout z réel, ona:5—22=0 <= 22=5 <= z=—v5ouxz =5 donc .@f:R\{—\/g;\/g}.
. . , —(—2x) 2z
La fonction f est dérivable sur R\ {—\/5; \f5} et Vo € R\ {—\/5; \/5}, fi(x) = G 22) = G
—x —x

f'(x) est du signe de 2z sur R\ {—\/5,\/5} car Vr € R\ {_\/3; \/5}7 (5- ;v2)2 >0,

x| —oo V5 -1 0 2 s +00
() - - 0 + +
N1 1/
f i, o
5
Donc, pour tout x de [—1;2], on a :% <flz) <1
Exercice4:
1) On a:
1V
V2 V2x V2
V2
=5
On a:
2 V3 (2-V3) (V3+1)
V3—1  (VB-1)(V3+1)
_2V3+2-3-V3
N 3-1
e
=5
On a:

1-2v5  (1—-2v5) (5-3V5)
5+3vV5  (5+3V5) (5-3V5)
_5-3V5-10v5+30

25 — 45
35 —13v/5
T 0
—354 135
- 20
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2) a) Faux:/—(—2) = V2 existe.

Remarque :
v/ —x existe si et seulement si —x > 0 si et seulement si x < 0.

b) Vrai : Pour tout x réel, |—z| est un nombre positif donc sa racine carrée existe.

3) a)
Oet Vo #0

A(z) existe si et seulement si z >
si et seulement si x > 0et x £ 0

si et seulement si z > 0.

Donc A est définie sur ]0; 400l
b) Pour tout z de ]0;+o0[, on a :

4) a) Pour tout x réel, on a : Va2 = |z|.
b) Va? est définie sur R; (\/5)2 est définie sur [0;+oo] et x est définie sur R.

¢) Prenons un contre-exemple :
Pour z = —1,0n a:
o —2Vr2=—1-2\/(-1)%=-3;
o —z=—(—-1)=1.
Donc il existe un réel x tel que x — 2V/z2 # —x.
d) Pour tout x réel, on a :

r—2Vr? =1z — 2|z
B T — 2z six >0
x—2(—x) siz <0
—x six >0
3r siz<O0
Exercice 5 :
1) Pour tout £k > 2, 0on a:
1 1 k-1 k
k2 k(k—1) k2(k—1) k2(k—1)
k—-1-k
Ck2(k—1)
B -1
Ck2(k-1)

-1
Or—1<0etp0urk>2,k2>Oet/€—1>0d’0f1méo.
On en déduit alors que, pour tout k > 2, on a :

11
k2 T k(k—1)
Pour tout £ > 2, on a :

1 1 k k—1

k-1 k k(k—1) k(k—1)
_k—k+1
o k(k—1)
B 1
Ck(k—-1)
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2) On a:

1
B —
= E(k—1)
(Lt
B k-1 k
k=2
20 20
1 Z 1
i S
19 20
1 1
DRI
k=1 k=2
_l—i_wl_lgl_i
1 = k = k20
SR
20
Remarque :
On pouvait aussi effectuer ce calcul de la fagon suivante :
20 1
B —
2 5
k=2
3 (1 . 1)
= k-1 k
RSN S S S S |
S 2-1 2 3-1 3 20—1 20
1 + ! +- 1+ ! !
22 3 19 20
_ 1
20
3) Pour tout k£ > 2, on a :
20 20
1 1 1
S d T XX
WS k1) O ];2 2 kz k(k—1)
20
1 1
d < —
one D33 20
k=2
20 1
d — < - —
oncl—i—z:k2 1+1 20
k=2
20
1 1
donc 1*2 + Z ﬁ < 2 ?0
k=2
20
1 1
donc Z = <2-— 20"
k=1
4) On écrit I’algorithme suivant :
S+—20
Pour k variant de 1 & 20
1
Fin Pour
Afficher S
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Voici cet algorithme écrit avec Python :

5=6
for k in range (1,21):
S=5+1/k**2
print(s)
1
On obtient alors : A =~ 1,596 163 243913023 3 et on vérifie que A < 2 — 20"

5) Pour tout n > 2, on a:

Remarque :

On pouvait aussi effectuer ce calcul de la fagon suivante :

n n

> - (1 1)

Pour tout £ > 2, on a :

1
or pour tout n > 1,ona:2— — < 2 donc :
n
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IT Fiche 2 — Dérivation

Exercicel:

a) La fonction f est dérivable sur R et pour tout = réel, on a : f'(z) = 6z% — 13z + 5.

Ona:a=06;b=—13et c=>5don A =b>—4dac = (—13)° =4 x 6 x 5 = 49 > 0 donc le trindme
622 — 13z + 5 admet deux racines :

_-b—VA  13-V49 1 b+ VA 13449 5

T

et xo

2 2x6 2 2 2x6 3
z - ! > +o0
2 3
f(z) + 0 — 0 +
65
8 /
! / T~ 353
54
b) La fonction f est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :
f(x) =2z (62 — 10) + (2” + 1) x 12z
= 122° — 20z + 122° + 122
= 242° — 8z
=8z (32° - 1).
Pour tout x réel, on a :
e 8x =0 <<= x=0;
1 3 3
e3P —1=0 < 3?=1 = 332:§ — x:—goum:%.
x —00 _ﬁ 0 ﬁ 400
3 3
8z - - 0 + +
32° -1 + 0 - - 0 4+
f(x) -0 + 0o - 0 +
\ -10 /
/ _g N »
3 3

c) La fonction f est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

4(22% +1) — 4z +1) x 4

!
fla)= (222 4+ 1)
_ 822 +4 — 1622 — 4z
B (222 4+ 1)
_ 822 —4x+4
(2224 1)

f'(z) est du signe de (—8z° — 4z +4) sur R car Vz € R, (227 + 1)2 > 0.

Ona:a=-8;b=—4etc=4don A=0b>—4ac=(—4)° —4 x (—8) x 4 = 144 > 0 donc le trinéme
—8z% — 42 + 4 admet deux racines :

Lo Tb=VA a-vHd 1 b VA A4V
YT 20 T 2x(=8) 2 P 24 2x(-8)
LycEE Louts BASCAN 8
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Exercice 2:
a) Pour tout x réel, on a :
dr—120 <= 421 < z >

1
4
;—&-oo{

1 1
Donc la fonction f est définie sur {4 ; +00 [ et dérivable sur } 1

1
Pourtoutxde}4;+oo{, on a :

f'(z) =

b) Pour tout z réel, on a :

3r—5=0 < 3r=5 < x:g.
Donc la fonction f est définie et dérivable sur R\ {2}

Pour tout  de R\ {2}, ona:

F'(z) = 3 x (—6 (32 — 5)—7)
= —18(3z—5)"".

c) La fonction f est définie et dérivable sur R.
Pour tout x réel, on a :

fl(z) = —7Tx3(2—"Tz)
= —21(2—7z)%.

Exercice 3 :
Etudions les variations de la fonction f sur |[—oo;0] :

La fonction f est dérivable sur |—oco;0[ et pour tout  de |—oc0;0[, on a :

foy=1- 2 =02

2 T

f'(z) est du signe de (2 — 2) sur |—o00;0] car Vz € |—00;0[, z* > 0.

Pour tout x réel, on a :

2 —2=0 = 22=2 < 2=—V20uz=V2
x —00 V5 0
f(x) + 0 -
1-2v2

LyctEE Louis BASCAN 9
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1) Faux : Le maximum de f sur ]—oo;0[ vaut 1 — 2v/2.

2) Faux : Sur lintervalle |—oo; —2], f est strictement croissante d’ou, pour tout = de |—oo; —2], f(z) < f(—2)

2
et f(-2)=—-24+1+ == —2 donc, pour tout z de ]|—o0;—2], on a : f(z) < —2.

3) Faux : Comme —V/2 < —1,41; f n’est pas monotone sur l'intervalle |—oo ; —1,41].

Exercice4:

1) Comme z est une longueur, on a : x > 0.
13500

2

Le volume de aquarium est : ¥ =z x & x h = 2% x h = 13500 donc h =

2) Pour tout x réel strictement positif, on a :

13500 5, 54000 2+ 54000
=x° 4+ = .

d(x)=2>+4xaxh=2x?+4zx x 5
x

T T

3) La fonction &/ est dérivable sur R* et pour tout z de R, on a :

322 X x — ({E3+54000) x 1

o' (@) = p
_ 3x3 — 2% — 54000
= .

223 — 54000
22 '

De plus, pour tout x > 0, on a :

2(z — 30)(2? + 302 + 900) = (2z — 60)(2? + 302 + 900)
= 22 + 6022 + 1800z — 6022 — 1800z — 54 000
= 223 — 54 000.

2(z — 30) (22 + 30 900
Donc, pour tout > 0, on a : &' (x) = (@ )(xw;r et )

4) o'(z) est du signe de (z — 30)(2* + 30z + 900) sur R* car 2 >0 et Vz € R%, 2* > 0.

Ona:a=1;b=30etc=900dont A=0b"—4ac = (30> —4x1x900=—-2700 < 0 donc le
trinome 22 + 30z 4+ 900 n’admet pas de racine réelle. Comme a > 0, on en déduit que, pour tout = > 0,
2% + 307 + 900 > 0.

Donc &' (x) est du signe de (z — 30) sur R7.
Pour tout x réel,ona: 2 —30=0 < z = 30.

xr 0 30 400
o' (x) - 0 +
2700

5) La fonction &7 atteint son minimum sur R’ en = 30 et ./(30) = 2700, ce qui correspond & une hauteur

13500
h=———=15cm.
302
Donc l'aire est minimale lorsque 'aquarium est un pavé droit & base carrée dont les dimensions sont

30 cm x 30 cm X 15 cm et cette aire vaut alors 2 700 cm?.

Exercice 5 :
Partie B : Utilisation de la méthode

1) Ona: f(12) ~ f(1) +0.2x f/(1) #0402 % T ~02.
1
Ona: f(14) ~ f(12) +0.2 % f'(1,2) = 0.2+ 02 x = ~ 0.37.

)

—_
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2) On obtient le tableau suivant :

x 1 1,2 14 1,6 1,8 2
5 5 5 5 1
! — — p— — —
@) : 6 7 8 9 2
f(z) 0 ~0,2 | ~0,37 | =051 | ~0,64 | =~0,75

3) On obtient f(2) ~ 0,75 et on a : In(2) &~ 0,69. On a donc obtenu une approximation de In (2) mais le pas
étant « grand », celle-ci n’est pas trés précise.

4)
A

08 4

0,6 4

04 4

02}

5) On écrit l’algorithme suivant ou h désigne le pas de la méthode d’Euler.

z+—1
y<+—20
Tant que x < 2 faire
1
y+—y+hx—
x
ré—ax+h
Fin Tant que
Afficher y

Voici cet algorithme écrit avec Python ainsi que les résultats obtenus :

def Euler(h):
x=1
y=a
while w<2:
: y=y+h*1/x
: w=w+h
print(y)
»»>» Euler(@.1)
B8.7187714831754279

»»» Euler(2.25)
@.7B58833817926939

Pour un pas de 0,1; on trouve : f(2) & 0,719 et pour un pas de 0,05; on trouve f(2) = 0,706.

LyctEE Louis BASCAN 11 ANNEE 2019-2020



IIT Fiche 3 — Etude de fonction

Exercicel:

1) La fonction f est dérivable sur R et pour tout z réel, on a : f'(z) = —3x2 — 4z + 4.

Ona:f(l)=-1"-2x12+4x1+5=06et f'(1)=-3x12—4dx1+4=-3.
On a donc :
Ficy =D -1)+fQ1Q)
y=-3(x—1)+6
y=-3rx+3+6
y=—-3x+9.

2) a) Pour tout x réel, on a :

fx) = (-32+9) = —2® 22 + 42 +5+32 -9
=222+ 7 -4
= P(x).

Ainsi : P(—4) = —(—4)> =2 x (—4)* + 7 x (-4) -4 =0.

Remarque :

Comme P(—4) = 0, cela signifie que —4 est une racine de P. Ainsi on peut factoriser P(x) par
(z — (—4)) et pour tout x réel, on aura : P(z) = (x +4) x Q(x) ot Q(x) est un polynéme du second

degré.
b) Pour tout x réel, on a :

P(z) = (z +4)(az® 4+ bz + ¢)
= ax® + bx? 4 cx + daz® + 4bx + 4c
= az® + (b + 4a)z® + (c + 4b)x + 4e.

Par identification, on a :

a:—l a:_l
b+4a=-2 c=1
donc
c+4b=17 b+4x(-1)=-2
4c = —4 —1+4b=7
a=—1
c=—1
donc
b—4=-2
4b =8
a=—1
donc b=2
c=—1

Donc, pour tout x réel, on a :

P(x) = (x +4)(—2® + 2z — 1)
= —(z+4)(z* —22+1)
= —(z+4)(z—1)~%

Pour tout x réel, on a :

LyctEE Louis BASCAN 12
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e r+4=0 << z=—-4;
e (z-1)7° & 2-1=0 < z=1.

x —00 -4 1 400
-1 _ _ _
r+4 - 0 +
(z—1)° + + 0+
P(z) 0 - 0 -

c) e Sur lintervalle |—co0; —4[, € est au-dessus de 77.
e Sur les intervalles |—4; 1] et ]1; 400, € est au-dessous de 7.
e Aux points d’abscisses —4 et 1, € et .77 sont sécantes.

Exercice 2:

1) a) Il semble que % soit symétrique par rapport & l'origine du repére. Autrement dit, la fonction f semble

étre impaire.
b) e Pour tout x réel, on a : —z appartient a R.
e Pour tout x réel, on a :
—(—2)® +5 x (—a)
(—ac)2 +3
3 — 5z
2243
— (—x3 + 590)
x2+3

—2% 4 5z
2243
— —f(a).

F(—a) =

e Donc f est bien impaire.
2) La fonction f est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

(—31‘2 + 5) (Jc2 + 3) - (—x3 + 595) X 2T

/
fi(z) = (22 +3)2
=3zt — 92% + 5% + 15 + 22 — 1022
B (z2 + 3)2
—a* — 1422 + 15

(22 4 3)
Or, pour tout x réel, on a :
(22 +15) (1 — 2?) = 2% — 2* + 15 — 1527
= —z* — 142® + 15.
(2% +15)(1 — 2?)
(@ +3)
3) f'(z) est du signe de (1 —z?) sur R* car Vz € RT, 2 +15 > O et (2* + 3)2 > 0.

Donc, pour tout x réel, on a : f'(z) =

Pour tout x réel, on a :
2

1—22=0 <= 2°=1 << z=—-1louz=1.
T 0 1 400
f'(x) + 0 -
1

LyctEE Louis BASCAN 13 ANNEE 2019-2020



0" —14x 02415 15 5
—0et f'(0) = A R

—-03+5x%x0
(02 4 3)° 9 3

02+3

4) a) Ona: f(0)=
On a donc :
Ty = ['(0)(x —0)+ f(0)

5
= - X 0
Y 3 x +

5

b) Pour tout z réel, on a :

5 —234+5x 5

J@) =gr=—5rg 3¢
3 (—:E?’ + 53:) 5T (a?Q + 3)

3(x2+3) 3(22+3)

—32% + 15z — 522 — 15z
B 3(22 +3)
—823

T 3(@2+3)

b)
<f(x) - 33:) est du signe de —8z° sur R car Vz € R, 3 (2® +3) > 0.

Pour tout z réel, on a: =8z =0 <= 23 =0 < 2 =0.
De plus, si x > 0 alors 22 >0 dou =822 < 0etsixz >0 alors 22 > 0 dou —8z° < 0.

On en déduit donc le tableau de signes suivant :

x —00 0 +00

flz)— -z + 0 -

c) o Sur lintervalle | —00; 0], € est au-dessus de .
e Sur lintervalle ]0; +o00[, € est au-dessous de %.
e Au point d’abscisse 0, € et J sont sécantes.
5) a) Pour tout x réel, on a :

fla) =+

ax (x2+3) bx
72+ 3 Jr91:2—1—3
ax® + 3ax bx
x2 43 +x2+3
ax3 + 3azx + bz

2+ 3
_az® + (3a+b)x
2 +3
Par identification, on a :
a=-—1 a=—1
donc
3a+b=5 Ix(-1)+b=5
a=—1
donc
-34+0=5
a=-—1
donc
b=28
Donc, pour tout x réel, on a :
8z
o)==t oy

LyctEE Louis BASCAN 14 ANNEE 2019-2020



b) Pour tout z réel, on a :

8x
f@) = (~a) = =z + o ta
_ 8z
2243

(f(z) — (—2)) est du signe de 8z sur R car Vz € R, 2% + 3 > 0.
Pour tout z réel,on a : 8¢t =0 <— =z =0.

On en déduit donc le tableau de signes suivant :

T —00 0 +00

F@) — (~) D

e Sur lintervalle |—o00; 0], € est au-dessous de 2.

e Sur lintervalle ]0; +o00[, € est au-dessus de 2.

e Au point d’abscisse 0, ¢ et Z sont sécantes.

¢) On obtient le tableau suivant :
x 10 100 1000 10000
8z
0,7767 | 0,0800 | 0,0080 | 0,0008

2+ 3

Il semble que la courbe % se rapproche autant que I’on veut de la droite & pour des valeurs de x de

plus en plus grandes.
6) Pour tout x réel, on a :

—a% + 5z
flz)=0 < W:O
—= ¥+ 5r=0
— 2(—2*+5) =0
— z=00u —2°4+5=0
— z=0ouz?=5
— z=0ouz=—V5o0uz=5.

Donc les points d’intersection de la courbe de f avec I’axe des abscisses ont pour coordonnées : (0;0);

(\/5;0) ot (—\/5;0).

7) On obtient le graphique suivant :

D
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Exercice 3 :

1) On a:
3 x3
PO = 553
_ 9
15
3
5
Donc la probabilité qu’une personne prise au hasard ne connaisse pas le nom du film aprés trois semaines
3 2
d blicité est 1 — — = —.
e publicité es E= %
2) Pour tout z réel, on a :
3z
p(@) =05 = ——==0,

< 3z =0,5(4z + 3)
<~ 3r=2z+15
— x =1,
Il faudra donc attendre une semaine et demie pour que la probabilité qu'une personne prise au hasard
connaisse le nom du film soit de 0,5.
3) a) La fonction p est dérivable sur R* et pour tout 2 de R, on a :

3(4r +3) — 3z x4
p(z) = ( )

(42 + 3)°
12049120
(42 + 3)*
- 9
(4z +3)*
Vo € RT, p/(z) > 0 car 9 > 0 et Vo € R, (42 +3)° > 0.
x 0 +oo
P (z) +
p /
0
3 9 1
b) Ona:p(3) == et p'(3) = = —
) p() 5 p() (4X3+3)2 25
Ainsi :
Ty =p'(3)(z = 3) +p(3)
1 3
Yy %($*3)+5
_ 1. 3.3
Y= 5" 9575
T
L TARIET
¢) Pour tout z de R*, on a :
W d_ B3
PO T i vr3 1

3z x4 3 (4x + 3)
T 4(4x+3) 4(4x+3)
12z 122 + 9
T 44z +3)  4(4z +3)
122 — 122 — 9
T

-9
A4z +3)
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3
Or—9<O;4>0etv;l:€R+,41:+3>0d’01‘1V9:€R+,p(x)—1<O.
Donc, sur U'intervalle [0; +00[, € est au-dessous de 2.

d) On obtient le tableau suivant :

T 0 10 100 1000 10000

3
plx) =5 —0,75 ~0,0523 | —0,0056 | —0,0006 | —0,0001

e) On obtient le graphique suivant :

A
J
I
9
i 4
)
[}
[}
}
}
1
}
L}
]
[}
[}
[}
1
}
1 >

f) Graphiquement, on trouve p(3) = 0,6 et p(10,5) = 0,7 donc le temps nécessaire pour que la probabilité
passe de 0,6 & 0,7 est de 10,5 — 3 = 7,5 semaines.
3 3
g) On a montré, dans la question 3) c), que pour tout = réel positif, p(x) — 1 < 0 soit p(x) < T

Ainsi la probabilité pour qu’'une personne prise au hasard connaisse le nom du film ne dépassera
jamais 75 % donc le directeur marketing n’a aucune chance de voir son souhait se réaliser.
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IV  Fiche 4 — Suites numériques

Exercicel:
1) Pour tout n de N, on a : u,, = up + nr = 8+ 3n.
2) Ona:ue =843 x12=44.

12
8+ 44
3)Ona:S:Zu;€:13x At

k=0

338.

Exercice 2 :
1) Pour tout n de N, on a : u,, = up X ¢" =3 x 2",
2) Ona:ug =3 x 2% =1536.

10

9
3) Ona:S:Zuk:?)x

k=0

= 3069.

Exercice 3 :

1 1
1 tdy = 1—— ) =4 =1 1— — ) = 49,005.
) On a: dy = 50 X ( 100) 9,5 et ds = 49,5 x ( 100) :

1
2) Pour tout n de N*, on a : dy,41 = dj, X (1 — 100) =0,99d,,.

Donc la suite (d,,) est géométrique de premier terme d; = 50 et de raison g = 0,99.
3) Pour tout n de N*, on a: d, =d; x ¢" ' =50 x 0,99" 1.

4) Pour tout n de N*, on a :

0,01
=5000 (1 —0,99").

5) On peut conjecturer que :

lim 0,99" =0 donc lim (1—0,99") =1
n—-+o0o

n—-+oo

donc lim 5000 (1 —0,99") = 5000
n—-+4oo
donc lim L, = 5000.

n—-+oo

Le globe-trotter ne pourra donc pas parcourir les 5000 km prévus. En effet, les termes de la suite (L,,) se
rapprocheront aussi prés que ’on veut de la limite mais ne 'atteindront jamais.

Exercice4:

1) On a:
e up=6dottvy=up+3=6+3=29;
1 1
° u1:§u072:§x672:0d’01‘11}1:u1+3:0+3:3;
1 1
° u2:§u1—2:§><0—2:—2d’01‘1v2:u2—|—3:—2+3=1;
1 1 8 8 1
[ U3—§u2_2:§><(_2)_2:_§ d,OﬂU3:u3+3:_§+3:§.
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2) Pour tout n de N, on a :
Un+1 = Up41 + 3

! 2+3
:71‘[/”—
3

1
Donc la suite (vy,) est géométrique de premier terme vy = 9 et de raison ¢ = 3

3) Pour tout n de N, on a :

Pour tout n de N, on a : v,, = u,, + 3 donc u,, = v, — 3 =3>"" — 3.
4) Le huitiéme terme de la suite est u7 et on a :

1 729

243 243
728

243

Exercice 5 :

1) Pour tout n de N, on a :

Un

2 2
Donc la suite (v,,) est arithmétique de premier terme vo =1+ — =1+ 1= 3 et de raison r = 3.
U
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2) a) YneN, v, =vg+nr=3+3n.
b) Vn e N, 3n>0douVn €N, 3+ 3n > 3 donc Vn € N, v,, > 3 et ainsi Vn € N, v,, # 1.

c) VneN,
2 2 2
V=14 — <= —=v, -1 <<= u, = .
Up, U, vy — 1

Done Vn € N, u,, = - .
one v €l U = S T T 32

3) Pour tout n de N, on a :

2 2
Untl T T3 1) + 2 3n+2
B 2 2
T 3n+3+2 3n+2
2 2
T 3n+5 3n+2
2(3n + 2) 2(3n +5)
T (Bn+5)(Bn+2) (Bn+2)(3n+5)
6n + 4 6n + 10

(Bn+2)(3n+5) (Bn+2)(3n+5)
 Gn+4—6n—10
~ (3n+2)(3n+5)
—6
(Bn+2)(3n+5)’

Or 6<0etVneN;3n+2>0et 3n+5>0donc Vn € N, upy1 —u, <0.
Donc la suite (u,,) est strictement décroissante sur N.

Remarque :
On aurait aussi pu considérer la fonction f définie sur [0;4oo] par f(z) = et ainsi pour tout n de

Na Up = f(n)

L’étude des variations de la fonction f sur [0;+oo[ nous fournira alors les variations de la suite (uy,).

3+ 2

4) a) Pour tout entier naturel n, on a :

2
3n +2
2<0,01(83n+2)carVn e N, 3n+2>0
2 < 0,03n + 0,02
1,98 < 0,03n
1,98
0,03 <"
n > 66.

Uy < 0,01 <=

< 0,01

[

Donc le plus petit entier ng tel que, pour tout entier n > ng, on ait u,, < 0,01 est ng = 67.
b) e Le premier terme de la suite (u,,) est ug = 1 donc l’algorithme 3 ne peut pas convenir.

e On cherche le plus petit entier ng tel que w, < 0,01 : ainsi, la condition & vérifier dans la boucle
« Tant que » est U > 0,01 ; donc l'algorithme 1 ne convient pas.

e [’algorithme correct est donc ’algorithme 2.

Exercice6:

e Durant ces 14 jours, je vais recevoir : 2500 x 14 = 35000 €.

e La somme donnée chaque jour peut étre modélisée par une suite géométrique (u,,) de premier terme u; = 3
et de raison ¢ = 3.
Ainsi la somme que je donnerai en 14 jours est de :

14 1 o 314
D 3F=3x 5 = 7174452 centimes soit 71744,52 €.
k=1

e Comme je ne suis pas fou, je refuserai 1’offre.
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V Fiche 5 — Probabilités

Exercicel:

1) On a: P(E) =0,73; P(T) = 0,66 et Pr(E) = 0,75.

2) On a:
P(TNE)=Pr(E) xP(E)
= 0,75 x 0,66
= 0,495.
On obtient alors le tableau suivant :
E FE Total
T 49,5 16,5 66
T 23,5 10,5 34
Total 73 27 100

3) Sachant que Jeanne est inscrite a I’équitation, la probabilité qu’elle ne fasse pas de tir a 'arc est :
_. P(ENT)
Pe(T) = ————~

0,235

© 0,73

~ 0,322.

4) Sachant que Riadh n’est pas inscrit a ’équitation, la probabilité qu’il fasse du tir & l’arc est :
P(ENT)
]P;* T ey —

~ 0,165

0,27

~ 0,611.

Exercice 2:

1) L’arbre de probabilité traduisant la situation est le suivant :

09 _V
A/
0,48 *V
08 _V

0,52

2) a) D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

P(V)=PANV)+P(BNV)
=P(A) x P4(V) +P(B) x Pg(V)
=0,48 x 0,9+ 0,52 x 0,8
=0,432+ 0,416
= 0,848.
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b) Sachant que la personne interrogée dit la vérité, la probabilité qu’elle affirme vouloir voter pour le
candidat A est :

P(V N A)
Py (A) = (MV)
0,432
0,848
~ 0,509.

3) L’événement « la personne choisie vote pour le candidat A » est constitué de deux événements : « la
personne choisie affirme vouloir voter pour le candidat A et dit la vérité » et « la personne choisie affirme
vouloir voter pour le candidat B et ne dit pas la vérité ».

Ces deux événements étant disjoints, on en déduit que la probabilité p que la personne choisie vote pour
le candidat A est :

p=PANV)+P(BNV)
= P(A) x P4(V) + P(B) x Pp(V)
=0,48 x 0,9+ 0,52 x 0,2
= 0,432+ 0,104
= 0,536.

Exercice 3 :
L’arbre de probabilité traduisant la situation est le suivant :

08 _B
A/
Ol kg
015 _B

0,9

e Ona:P(A4)=0,1.

e D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

P(B) =P(ANB) +P(AN B)
=P(A) x P4(B) + P(A) x Pz(B)
=0,1x0,840,9x 0,15
= 0,08 + 0,135
=0,215.

e Ona:P(ANB)=0,08 et P(A) x P(B) =0,1 x 0,215 = 0,021 5.
Ainsi, P(AN B) #P(A) x P(B).
Donc les événements A et B ne sont pas indépendants.
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Exercice4:

Partie A :

1) Cette situation peut étre modélisée par ’arbre suivant :

On a
3\ 9
PX=0)=(-] ==
o P(X =0) (5) 2,
oIP’(le):gx§+§xg:2xgx§*E;
5 5 5 5 5 5 25
2
2 4
e P(X=2)=(-) =—.
5 25
Ainsi la loi de probabilité de X est la suivante :
12 4
P(X = ;) — = —
25 25 25
2) On a:
EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X =2)
9 12 4
O><25+ ><25+ ><25
L2 s
N 25 25
_
- 25
_4
=
3) a)Ona:Y =2X-3.
b) On a:
E(Y)=E(2X - 3)
=2E(X)-3
—2><é 3
775
_8_1B
5 5
__7
=z

Le jeu est défavorable au joueur puisqu’il perd, en moyenne, 1,4€ par partie.
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c¢) Soit a le montant gagné par boule verte tirée ou a est un réel. On a alors : Y = aX — 3.
Ainsi, on a :

E(Y) = E(aX — 3)

=aE(X)-3
4
= - =3
a><5
1 3
= —Q —
5
Pour tout a réel, on a :
4
E(Y)=0 <~ 5(173:0
4
S 5“23
5
— a—3><1
— G—E
=

Donc le jeu est équitable si & chaque boule verte tirée, on gagne 3,75 €.

Démonstration de la propriété utilisée a la question 3) :

La variable aléatoire X prend n valeurs z1; xs; - -+ ; x,, de probabilités respectives p1; p2; - ; Pn.
La variable aléatoire aX + b prend ses valeurs dans ’ensemble {axy + b;axo +b;---;ax, + b}.
On a:

I [
VIRilng
7
B 3
+ +
S

’p S

Partie B :

Cette situation peut étre modélisée par I’arbre suivant :

1
1 V- Z=2
. v
g *v ffffff Z=1
4
2_1
5 492 V------ Z =1
5 v/
%V ffffff Z=0
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3 1 3
P(Z=0)==-x=-=—;
*PZ=0=5x5=1’
3 1 2 3 3 6 3
]P)Z:l:— — — —_ = — —_— = — = =
CPZ=D =555 10 10 10 5
2 1 1
Ainsi la loi de probabilité de Z est la suivante :
Zi 0 1
1
P(Z = z;) 3 3 il
10 5 10
Partie C :
Cette situation peut étre modélisée par I’arbre suivant :
2
5 V ””” A == 1
2 1
49 V------ A=2
* 3 V------ A=3
5
} 7 <
4 1 Vv ; V- A=4
3
On a
P(A=1) 2
[ ] = = -
5 )
1
° ]P’(AzQ)zgxf:i;
5 2 10
3 1 2 1
]P A = = — — _ = —
o P( 3) E X 5 X 375
1 1 1
. ]P’(A:4):§><f><f><1:—.
5 2 3 10
Ainsi la loi de probabilité de A est la suivante :
a; 1 3
2 1 1
P(A = a;) ‘ 3 1
5 10 5 10
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Exercice5:

1) On considére les variables suivantes : X pour la case choisie; N pour le nombre de tirages; S pour la
somme totale misée ; M pour la mise, G pour le gain total et P qui simule le tirage aléatoire.

Voici I’algorithme écrit en langage naturel :

N<+—1

S<+—1

M<+—1

P <— nombre aléatoire compris entre 1 et 37
Tant que P # X

N+— N+1

M+— M x2

S+—S+M

P <— nombre aléatoire compris entre 1 et 37
Fin Tant que

Afficher « Le nombre de parties jouées est : » N
Afficher « La somme totale misée est : » S
G—36xM-S

Afficher « Le gain global est : » G

Voici maintenant cet algorithme écrit avec Python :

from random import *
def roulette(X):
M=1
5=1
M=1
P=randint(1,37)
while P!=X:
© o N=N+L
M=M*2
5=5+M
P=randint(1,37)
print(“Le nombre de parties jouées est :",N)
print(“La somme totale misée est :",5)
G=36*M-5
print{"Le gain global est :",G)

2) Avec cette méthode, il semble que 'on soit toujours gagnant cependant il faut pouvoir miser la somme
demandée pour espérer gagner et cette somme devient rapidement trés grande.
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VI Fiche 6 — Vecteurs

Exercicel:

1) On obtient la figure suivante :

A D
i
B C
E
2) On a:
CF = CB + BF
BT UIRT
Ly BRYY;)
2 2
3) On a:
CE=CD+ DA+ AE
— _AB - AD +24B
— AL - AD.
4) On a:

CF = —%ﬁ + %E
1
G
D’ou ﬁ et C@ sont colinéaires donc les points C', E et F sont alignés.

Exercice 2:

1) On a:
3m+4m:ﬁ>donc 3]\72:—4@

donc m = —%J\ﬁ

De plus, on a :

— ? L. . A
Donc les vecteurs M A et M B sont colinéaires, de sens contraire et n’ont pas méme norme.
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2) On a:

3MA + AMB = 0 donc 3m+4(m+/@) -0

done 3MA + AMA + 448 = 0
donc 7]\?4 +4/@ = ﬁ

3) On a:
TMA + 448 = 0 donc TMA = —44H
donc — 7m = —4/@
donc m = ;ﬁ
Remarque :

4
Pour prendre les - du segment [AB], on a utilisé le théoréme de Thaleés.

On a tracé une demi-droite d’origine A qu’on a graduée réguliérement, on a placé un point C' & 7 unités
et un point D & 4 unités.

4
La paralléle & la droite (C'B) passant par D coupe alors le segment [AB] au point M tel que AM = 7AB.

Exercice 3 :
On a:

o (2) = (1v8) x (168) = () (- ()')

=-2-—-(1-3)
=—-2+42
=0.
Donc les vecteurs i et ¥ sont colinéaires.
Exercice4:
1) Un vecteur directeur de la droite (d) est o | doun (d):3z+y+c=0o0uceR

3
Le point A appartient & la droite (d) d’ou :

3xa+ya+c=0 < 3x(-2)+3+c=0
<~ —3+c=0
& c=3.
Donc (d) : 3x +y+3=0.
-2
1

2) Un vecteur directeur de la droite (d) est le vecteur o

La droite (d') étant paralléle a la droite (d), le vecteur @ est également un vecteur directeur de la droite
(d'). Ainsi: (d'):x+2y+c=0o0uceR.
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Le point A appartient a la droite (d’) d’ou :

TA+2Ys+c=0 <= 04+2x14c¢c=0
< 24c¢c=0
<— c= —2.

Donc (d') : x4+ 2y —2=0.

Exercice 5:

Ona:2x(=7)—(-1)x4=-1444 = —10 # 0 donc les droites d; et dz sont sécantes.
Soit M le point d’intersection de ces deux droites.

Pour tous z et y réels, on a :

20 —y+3=0
4dr—Ty+1=0

y=2xr+3
dr—T72x+3)+1=0
y=2xr+3
4dr—14x—214+1=0

y=2xr+3
<~
—10x —20=0
y=2xr+3
<~
—10z =20
y=2x(-2)+3
<~
T = -2
y=-1
e
r= -2
Donc M (—2;-1).
Pour tout m réel, on a :
dyi, do et A, sont concourantes <= M € A,,
<~ (2m+1D)ay+myny +12=0
— (2m+1)x(-2)+mx(-1)+12=0
<— —4dm—-2-m+12=0
— -5m+10=0
<~ bm =10
— m =2.

Ainsi :
Ag:(2x24+1)z+2y+12=0
A5x4 2y +12 = 0.

Et les droites dq, do et As sont concourantes.

Exercice6:

1) Ona:6z4+5ys —2=6x(—1)+5x%x(—-2)—2=—-6—10—2= —18 # 0 donc A n’appartient pas a la
droite d.

6
)

2) Un vecteur normal & la droite d est le vecteur s

3) La droite d’ étant perpendiculaire & la droite d, on en déduit que le vecteur 7 est un vecteur directeur de
la, droite d'.

Ainsi,ona:d : 5z —6y+c=0oicecR.
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Le point A appartient & la droite d’ d’ou :

524 —6ya+c=0 < 5x(-1)=6x(-2)4+¢c=0
— T7+c=0
— c=—T.

Donc d’ : 52 — 6y — 7 =0.
4) Le point H, projeté orthogonal du point A sur la droite d, est le point d’intersection des droites d et d'.
Ainsi, pour tous réels x et y, on a :

6x+5y—2=0 I, 6r+ Hy— 2=0 Lj+— L
S5r—6y—7=0 Lo 6ly+32=0 Ly<—5L; —6Ly
6x+5y—2=0
<
6ly = —32
32
s () 2o
YT 6
282
< B g
Y= 76
282
00 =51
< B g
Y= 761
47
Y761
<:>{ 772
Y= 6l

732
Done H | =4, -22).
one (61’ 61)
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VII Fiche 7 — Produit scalaire

Exercicel:

Ta+2Tp

145

ry =
1) Soit I le milieu du segment [AB]. On a alors : 2

_Yatys _

2 2 o
213 5 doncl(2;2>.

yr 5

Soit M (z;y) un point du plan.

5 xr—2
Ona:zﬁ 5
3 y_§

+1

6
d’ou ﬁ et ITZ/
-2 1

Ainsi :

MeP «— IM-AB =0

2 2

<~ 6(x—2)+1x (y;)o

5
<— 6r—124y—=-=0

2

29
— 6x+y—3:0

29
— y:—6x+?.

29
Donc 2 : y = —6x + 5

Soit M (z;y) un point du plan.

—1—z 5—x
etM§
3—-vy

Ona:m
2—-y
Ainsi :
Me% — MA-MB=0
1

( )(6-2)+2-y)B—-y) =0

2 —dr+y? —by+1=0

[

37

R ()

(x—2)2+<y—;)2=347.

5
Donc ¥ est le cercle de centre 2 (2 ; 2) et de rayon r =

<~

37

Soit M (x;y) un point du plan.

— x+1
etm

2 y—2

On a: O_}l
Ainsi :

MeZT OA-AM =0

Freey

z—2y+5=0.

Donc 1z —2y+5=0.

~S5+a—br+a2+6—-2y—3y+y>=0

22 —2xxx2422 2249 —2xyx =+

MORURE

V3T
-

—1z+1)+2(y—2)=0
—r—14+2y—4=0
—r+2y—5=0
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Exercice 2:

1)

S s

2) a) Ce repére est orthonormé car ABCD est un carré et ainsi AB et AD sont orthogonaux et AB = AD.
b) Ona: A(0;0); B(1;0); C(1;1) et D(0;1).
Soit H le pied de la hauteur issue de E dans le triangle EDC'.

On a alors que le point H est aussi le milieu du segment [DC].
Ainsi, dans le triangle FH D rectangle en H, d’aprés le théoréme de Pythagore, on a :

2
1
ED?zEH?+HD%mmm2:EHQ+(2>
1
donc 1= EH?+ 1
1
donc EH2:1_Z
donc EHQ:§
4
donc FH = §
4
donc FH = ?

1 V3
2’ 2 )

Donc E ( 1+ —
Remarque :
On pourra retenir que, dans un triangle équilatéral de coté a, la hauteur issue d’'un sommet a pour

av3
longueur —

31
Un raisonnement analogue nous permet de dire que F <1 + g ; 2) .

AT
c)Ona:ﬁ V3 d’Oflﬁ V3 etﬁ 12
14+ -=--0 1+ =
2 2 2
i B A = (10 )4 (10 ) 0

Dot les vecteurs BE et AE sont orthogonaux donc les droites (BE) et (AF') sont perpendiculaires.
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Exercice 3 :

1)

2) a) Dans le triangle AED rectangle en D, d’aprés le théoréme de Pythagore, on a :
EA%* = ED?> + DA? = 1% + 12 = 2 donc FA = V2.
Remarque :
On pourra retenir que, dans un carré de coté a, les diagonales ont pour longueur av/2.

Dans le triangle EC'B rectangle en C', d’apreés le théoréme de Pythagore, on a :

EB?=EC?+CB%2=2%2+12=5donc EB = /5.

b) Ona:ﬂ'ﬁ:EAXEBXCOS<ET>4,ﬁ):\@Xﬁxcos(@)ZMXCOS(@).

3) a) On se place dans le repére orthonormé (D ; DA, DE).
On aalors: A(1;0); B(1;3); C(0;3); D(0;0) et E(0;1).

1-0 1
etﬁ d’Oflﬁ
3 2

1-0 1
b) Ona:EA don EA
- —1

0—1
Donc BA-EB—=1x1—1x2=—1.

1

Remarque :

On doit obligatoirement se placer dans un repére orthonormé faute de quoi 'expression analytique
du produit scalaire n’est plus vraie.

4) Ona:ﬂ-ﬁ:—letﬁ-ﬁ:@xcos(@)

d’ou :

—1 =110 x cos (@) donc cos (A/E§) = —

V10
donc cos (@) = 7\{71700

donc A/E§ = cos! (—{?)

donc AEB ~ 1,89 radian.

Exercice4:

1) On a:

MB

McE & —— =2
< MA

MB\?

—_— == =292

(373)

MB?
MA

= MB?=4MA>
— MB? - 4MA? =0.
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—s [xa—x — [1—=x Tp—T 2—x
9) Ona:MA[ " ™| donec MA et MB |7 "™ donc MB
Ya — Ym 2—-y YB — YM —1-y
Ainsi, on a :

Meé& < MB>—4MA? =0
2 2
|37 4 |p7A] - 0
(-2 +(-1-y)* = 4[(1-2)* + 2= y)’] =0
A—dr+a®+1+2+y" —4(1-20+2" +4-dy+y°) =0
2 +y? —dr+2y+5-4(2® +y? — 22— 4y +5) =0
2?4+ y? —dr+ 2y 45 —4a® —4y® + 8z + 16y — 20 =0
—32% —3y? + 4z + 18y — 15 = 0.

frreu

3) Pour tous réels x et y, on a :

4
322 -3y +4x+ 18y —15 =0 < x2+y275x76y+5:0

4
= zzf§x+y276y+5:0

2 2 2\’ 2’ 2 2 _ 92
=z —2><x><§—|— 3] 3 +y " —2xyx34+3°-3"4+5=0

2
2 4 )
= (x—) ——+(y—-3)"-94+5=0
3 9
2\? 2 40
= <x3> +(y—3)"—-—=0
2
2 o 40
— - = —-3)" = —.
(m 3> +y=3)" =
4 2v/1
Donc & est le cercle de centreQ(;S) et de rayonr:w—O:TO.
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VIII Fiche 8 — Géométrie dans ’espace

Exercicel:

P
B|A|S|E
R
S|IE|C|A|N|T|S
L
L
DIR|O| I |T|E 0) C
L I 0)
S|P|H|E|R|E P
S| E|P L
A A
R N
S A A
C|U|BJ|E P|L|A|N I
C L R
T SIE|C|A|N|T|E]|S
I L S
O/C|T|A|E|D|RJE
S

Exercice2:
Partie A :

1) La droite qui n’est pas paralléle a la droite (HM) est la droite (FD) — Réponse b).
2) Le plan qui n’est pas paralléle au plan (DBE) est le plan (GLB) — Réponse a).
3) La droite qui n’est pas orthogonale & la droite (AE) est la droite (NF') — Réponse d).

Partie B :

a) EF + FG = EC. b) OH + EL = OK. ¢) LE + BN = LP.

d) EL+GP + HD = EJ. ¢) NH + FL+ KB = NA. f) BC +GL + NO = EF.
Partie C :

1) Dans le repére (E; EF,EH),ona: F(1;0); K(2;1); G(1;1) et O(0;2).
2) Dans le repére (E;ﬁ,ﬁ,ﬂ),ona:C(l;l;l); M(0;2:1); J(2;1;1) et I(2;0;1).
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IX Fiche 9 — Fonctions trigonométriques

Exercicel:

1) 2)

Exercice2:

a) On a:
cos(g—l—%) :cosg
= 0.
b) On a:
() o) 2
V3
c) On a:
sin(Z) —cos(Z) = L2 - L
2
d) On a:
cos(g) +sin(g) + cos(m) = % +1-1
1
=5

Exercice 3 :

1)

LyctEE Louis BASCAN 36 ANNEE 2019-2020



2) On a:

2
3
cos? (x) + sin? (z) = 1 donc cos? (z) + () -1

7

donc cos? (z) + 9 _ 1
49
40
d 2(z) = —
onc cos” (z) 9

4 4
donc cos(z) = —\/% ou cos(z) = 48
2v/10 2v/10

—— ou cos(z) = —

donc cos(z) =

2v/10
—

. 3
3) A P’aide de la calculatrice, on obtient : sin ™ (7> ~ 0,44 radian.

Orze [% ;W} d’ott cos(x) < 0 donc cos(z) =

s 3
Cette mesure d’angle n’appartient pas a [5 ;W} donc z =7 —sin™! <7> ~ 2,70 radians.

Exercice4:

a) Pour tout x réel, on a :

(cos(x) + sin(x))? + (cos(z) — sin(z))? = cos?(z) + 2 cos(x) sin(x) + sin?(x) + cos?(z) — 2 cos(z) sin(z) + sin’(z)
= 2cos?(z) + 2sin®(x)
= 2 (cos?(z) + sin®(z))
=2x1
=2.

b) Pour tout z réel, on a :

sin(z) 4 2sin’®(x) cos?(x) + cos(z) = (sinz(alc))2 + 2sin?(z) cos?(z) + (cos2(a:))2

= (sin®(z) + (;082(95))2
c) Pour tout z réel, on a :

cos’(z) — sin*(z) =

Exercice5:

1)

1 5
2) Les solutions de I’équation cos(x) = 5 sur [0;27] sont : & = {W ; ﬂ}.
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5
3) Les solutions de I'inéquation cos(z) > = sur [0;2x] sont : . = [O; I} u {ﬂ ;27 [

3 3

DN | =

Exercice6:

1) Par lecture graphique, il semble que ¢ soit paire, périodique de période 2 et que pour tout x réel, on ait
1<g(x) <7.

2) e Pour tout x réel, on a : —x appartient a R.
Pour tout z réel, on a :

g(—z) = 4+ 3cos(m (—x))
=4+ 3cos(—7x)
=4 + 3cos(mx)
= g(x).

Donc g est bien paire.

e Pour tout x réel, on a :

g(x +2) =4+ 3cos(m (z +2))
=4+ 3cos(mx + 27)
=4+ 3cos(mx)
= g().

Donc g est bien périodique de période 2.

e Pour tout = réel, on a :

—1 < cos(mzr) <1 < —3 < 3cos(mz) <3
<= 4-3<4+43cos(mx)+ <4+3
— 1<g(z)<T.

Donc pour tout x réel, on a bien : 1 < g(z) < 7.
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X Fiche 10 — Fonction exponentielle

Exercicel:

e Pour tout x réel, on a : e Pour tout x réel, on a :
(TP —z
A=ed xe " D= (e")" xe
— 63x74z — eBm X e ¥
e ® — e5x—:c
_ e4x
e Pour tout x réel, on a : )
e Pour tout x réel, on a :
1
B = 0275
(e77) o257
1 — (2u—5—(20-7)
- e—6z
_ 2x—5—2x+T7
_ bz =e
=e”.
=e?.
e Pour tout x réel, on a : .,
e Pour tout x réel, on a :
3—2x z\9 _
_ ¢ x (e") e! x e2v1
er— 267:1:72
e37217 % e5x el+2ac—1
- ot —2 T 9e -2
6372m+5m eQz
T er—2 T 9e-o2
g3tz 20— (—z—2)
er—? T2
— e3+317(x72) 62x+m+2
— e3+3x—m+2 2
3z+2
e
— 621+5 . _
2

Exercice2:

a) La fonction f est dérivable sur R et pour tout z réel, on a :

fl(x) =1xe" 4z x e” +3
=(14x)e” +3.

b) La fonction g est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

g (x)=(2z+2) xe"+ (2% +2z — 1) x "
:(2x+2+x2+2x—1)em
:(x2+4x+1)e"”.

c¢) La fonction h est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

() — e? x (e —x) — e” x (¥ —1)
(z) @ )
e” (e —x — (e —1))
(e —a)’
e® (e —x —e® +1)
(e —a)’
(1—x)e”

(" —a)
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d)

La fonction k est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :
K(z)=2xe +(2z+1)x (—2e7)
=2+ 2r+1)x(=2)e >
=(2—4r—2)e "

Exercice 3 :

a)

= —4re 2,
Pour tout x réel, on a :
e2a::1 - e21260
— 2x=0
— z=0.
Donc . = {0}
Pour tout x réel, on a :
e33c—1 o 5 o
_ —T —Tr— _ —x
@ =€ <<= ¢ =€

— —r—-5=—-x+2
<= —5 =2 Impossible.
Donc .&¥ = @.
Pour tout x réel, on a :

2 —
¥ =" 3 — 22=2-3

— 22 —z+3=0.
Ona:A=(-1)?—-4x1x3=—11 < 0 donc I’équation 2> — 2 + 3 = 0 n’admet pas de solution réelle.
Donc ¥ = 2.
Pour tout x réel, on a :
e (e"-1)=0 < e*=00ue’"—-1=0

<= Impossible ou e* =1

— e? =¢’

= z=0.
Donc .« = {0}.
Pour tout x réel, on a :
ze? Tz =0
x (e2z+1 —1) =0
r=0ou et _1=0
2r+1 — 1

ererl -

2x+1 0

—

<

—

<= x=0o0ue
< z=00o0ue =e
< z=0ou2x+1=0
< x=0o0u2zx=-1

=

0 1
z=0o0ux=—-.
2

1
Donc & = {2 ;O}.
Pour tout z réel, on a : €2* +2e” —3 =0 <= (e%)° +2e” —3 = 0.
X =&
X?+2X -3=0
Ona:A=2%—-4x1x(-3)=16 > 0 donc I'équation X? + 2X — 3 = 0 admet deux solutions réelles

distinctes :
—2—+/16 -2+ 16
X = 2V g x, = VIO
2x1 2x1

Pour tout z réel, ’équation €** 42e” —3 = 0 est équivalente au systéme suivant :
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Pour tout x réel, on a alors :

e ¢ = -3 Impossible dans R.
e’ =1 = " =¢’ <= z=0.
Donc . = {0}.

Exercice4:
a) Pour tout x réel, on a :

€2 <l = " 2<e

= r-2<0
= <2
Donc . =]—00;2].
b) Pour tout z réel, on a :

& -3rz—-1<2+5
— —4dr-1<5
<— —4r <6
3
— > ——.
T2y
3
Donc ¥ = —§;+oo .
c¢) Pour tout z réel, on a :
e—w2—3$+5 S e e—:l;2—3a:+5 S el

— —22-3z+5>1
— —z2—-3x+4>0.

Ona:A=(-3)?—-4x(-1) x4 = 25> 0 donc le trindbme —z? — 3z + 4 admet deux racines réelles

distinctes :
3—v25 3+v25
rn=———=1letag=—"—=—4.
2x(-1) 2x (-1)
T —00 —4 1 +0o0
—2? —3r +4 -0 + 0 -
Donc . =]—4;1].
Exercice 5 :
1) a) La fonction g est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :
g (x) =e" —1.
b) Pour tout = réel, on a :
g(@) >0 < =120
= e’ 21
= >
— x> 0.
Donc le tableau de variation de g sur R est le suivant :
x —00 0 +00
g'(z) - 0 +

g \2/
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c¢) De la question précédente, on déduit le signe de g(x) sur R :

x —00 —+00

g(z) +

2) a) La fonction f est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

fllx)=1+1xe "+zx (—e")
=1+(14+zx(-1)e”
=1+ (1—-2z)e™®
=+ (1—z)e®
=e"xe "4+ (1—x)e™®
=(e"+1—x)e™ "
=g(x)e ™.

b) Pour tout z réel, on a : g(x) > 0 et e~* > 0 donc pour tout x réel, on a : f'(z) > 0.

x —00 “+00

f'(=) +

f /

3) Ona: f(0)=0+1+0xe =1let f(0)=g0)e"=2x1=2.
Ainsi, I’équation réduite de la tangente & € au point d’abscisse 0 est :

y = f'(0) (x = 0) + £(0)
y=2z+41.

Exercice6:

1) e Pour tout entier k, on a :

fe(=1) = (=1 +1)e*D
=0xe*

=0.

Donc le point A appartient & la courbe %} pour tout entier k.
e Pour tout entier k, on a :
fx(0) = (0 + 1) e"*0
=1xeé
=1x1
=1.

Donc le point B appartient & la courbe %) pour tout entier k.
2) a) Pour tout x réel, on a :

e r+120 <<= z2>1;

0120 = 21 <= 2’ —= 2>0
T —00 0 1 400
4+ 1 — - 0 +
e’ —1 - 0 + +
(x4 1) (e —1) + 0 - 0
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b) Pour tout entier k et pour tout x réel, on a :

tout x réel, on a : e > 0.

frr1(z) = fr(z) =

D’aprés la question précédente, on en déduit donc les positions relatives des courbes 6 et €)1 pour

un entier k donné :

® %11 est au-dessus de 6 sur |—oo;0[ et sur |1;4o00[;

e %11 est au-dessous de € sur |0;1[;

e %j+1 et 6 sont sécantes aux points d’abscisse 0 et 1.

3) a) Pour tout entier k non nul, la fonction f; est dérivable sur R et pour tout x réel, on a :

filz) =1xe" 4 (z41) x ket

(14 (x+1)k)er
=(1+kx+k)et®
= (kx+1+4+k)er™.

b) Pour tout k entier non nul et pour tout x réel, on a : ¢*® > 0 donc le signe de fi.(x) sur R dépend

du signe de kx + 1 + k.

Pour tout k entier non nul et pour tout x réel, on a :

Ona:

i

kr+1+k=0 <= kx=-1-k

-y

— T =

-1-k
2 .

(

1kk+1)dﬂik

Si k& > 0 alors le tableau de variation de fj sur R est le suivant :

Si k < 0 alors le tableau de variation de fj sur R est le suivant :

—1—-k+k
D — + x e 1F
1
= —E eilik .
—1—k
x —00 “+00
k
1 () — 0 +
fi I -
1
e l-k
—-1-k
x —00 —+00
k
k(@) + 0 -
1
_Ee—l—k
Ik
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4) e %, et 6, correspondent aux cas ou k < 0. En effet, les deux fonctions représentées sont d’abord
croissante puis décroissante.

On en déduit donc que %, et €, correspondent aux cas ot k > 0.
e On sait que, pour tout entier k donné, € est au-dessous de % sur [0;1].
Ainsi, €, est au-dessous de 6; sur |0; 1] donc €. = €, et €4 = 6o.
On en déduit également que €_5 est au-dessous de €_3 sur |0;1[ et que €_; est au-dessous de €_5
sur |0;1[ ainsi 6_; est au-dessous de 6_3 sur |0;1].
Donc, on en déduit que 6, = %_3 et €, = €_1
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XI Fiche 11 — Algorithmique

Exercicel:
Algorithme 1 :

Algorithme 2 :

A < b* — dac

Si A <0 alors

Afficher « L’équation n’admet pas de solution réelle »
Sinon

Si A =0 alors

T <— —ﬂ

Afficher z

Sinon

—b— VA
" L e

2a
—b+ VA
Yoe— ——
2a
Afficher =

Afficher y
Fin Si
Fin Si

S¢—Tp—TA
t<—yB —ya
U— xp — TCo
V<$&— YD — Yo
Afficher « Les coordonnées du vecteur AB sont : »
Afficher (s;t)
Afficher « Les coordonnées du vecteur @ sont : »
Afficher (u;v)
Sisv —tu = 0 alors
Afficher « Les vecteurs /@ et @ sont colinéaires »
Afficher « Les droites (AB) et (CD) sont paralléles »
Fin Si
Si su 4+ tv = 0 alors
Afficher « Les vecteurs /@ et @ sont orthogonaux »
Afficher « Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires »
Fin Si
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Algorithme 3 :

d— (-1 +(y - (-2))
Sid < 25 alors
Si d = 25 alors

‘ Afficher « Le point M (x;y) appartient au cercle de centre A(1;—2) et de rayon 5 »
Sinon

‘ Afficher « Le point M (x;y) appartient au disque de centre A(1;—2) et de rayon 5 »
Fin Si
Fin Si

Exercice 2:

1) e u=1;
e u=3x1+4+1=4;
4
:—:2'
® U 2 H
2
o u=—-—=1;
2

e et le processus recommence donc si u prend la valeur 1 alors la suite devient cyclique.

2) a) On obtient la suite de nombres suivants : 5 — 16 — 8 — 4 — 2 — 1 et on répéte ensuite le cycle 4 — 2 —
1 jusqu’a avoir 50 valeurs.
b) On obtient la suite de nombres suivants : 30 — 15 — 46 — 23 — 70 — 35 — 106 — 53 — 160 — 80 — 40 — 20
—10-5—-16 -8 —4 — 2 — 1 et on répéte ensuite le cycle 4 — 2 — 1 jusqu’a avoir 50 valeurs.
Remarque :
Cette suite donne lieu & une conjecture appelée « conjecture de Syracuse » qui s’énonce ainsi : quel que soit le
nombre entier strictement positif que ’on choisisse au départ, on finira par tomber sur 1.
Malgré un énoncé relativement simple, on ne sait pas si ce résultat est vrai. A ce jour, on sait seulement que
cette conjecture est vraie pour tous les nombres entiers positifs inférieurs a 1,25 x 252, La grandeur de ce nombre
est de 'ordre de six milliards de milliards.
Vous pouvez trouver plus d’informations sur cette suite sur les pages suivantes : https://fr.wikipedia.org/
wiki/Conjecture_de_Syracuse (pour la version frangaise) ou https://en.wikipedia.org/wiki/Collatz_
conjecture (pour la version anglaise, la suite de Syracuse étant un sujet abordé en Euro Maths / Anglais) .

Exercice 3:
1) Cela correspond au fait que 8 % des galettes n’ont pas de féve. Donc, si on obtient un nombre réel entre
0 et 0,08; on aura une galette sans féve.
2) La variable ¢ compte le nombre de galettes sans féve.
3) Cela correspond & la fréquence de galette sans féve dans ’échantillon de taille 200 généré par 1’algorithme.

4) Soit C' la variable aléatoire qui compte le nombre de galettes sans féve dans un échantillon de 200 galettes.
On admet que C suit la loi binomiale de paramétres 200 et 0,08. Donc E(C) = 200 x 0,08 = 16.
En moyenne, il y aura donc 16 galettes qui n’auront pas de féve dans un lot de 200.

5) Cet algorithme génére des échantillons de taille n contenant exactement 50 galettes sans féve parmi les n
galettes.

Exercice4:
1) a)Ona:f(a)=f(3)=3"=9et fla+h)=f(3+1)=f(4) =4>=16.

b)
I d h
1 7 0,1
2 6,1 0,01
3 6,01 0,001
4 6,001 0,000 1
5 6,000 1 0,000 01
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¢) On peut conjecturer que d tend vers 6. On retrouve la notion de taux d’accroissement et de sa limite
éventuelle lorsque h tend vers 0 et on a : f'(3) = 6.

d) Le dernier nombre affiché si on choisit @ = 5 sera approximativement 10. En effet, f'(5) = 2x 5 = 10.

2) On peut alors conjecturer que cette fonction n’est pas dérivable en 0.
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