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Exercice 1 — Sommes d’inverses et constante d’Euler-Mascheroni

Rappels :

- pour comparer deux nombres, on étudie le signe de la différence ;

- pour déterminer le signe d’une fonction, on peut étudier ses variations et chercher les valeurs ou elle s’annule ;
- on peut additionner membre a membre des inégalités de méme sens.

En algébre, on étudie des suites définies par S,, = Zﬁzﬁo ty, ou (t,) est une suite de réels. Ces suites (S,,) sont
appelées séries et certaines sont tres connues. La fiche 1 faisait étudier une série convergeant vers le nombre e.

Cet exercice fait étudier deux autres séries tres classiques.

On considere les deux suites (u,,) et (v,,) définies par :
. _ 1,1 1 wk=n 1 _ 1,1 1 wk=n
Pourtoutentiern 2 2, u, =1+ S+ o+ + =Nt ety =1+ -+ o+ -+ - =370

1. a. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

1
=

. 1
b. Comparer, pour tout entier k > 1, les nombres — et

1 L S
. En déduire une majoration du nombre u,,.
k2 " k(k-1)

c. Montrer que la suite (u,,) converge.
2
On démontre en fait que la limite de la suite (u,,) est %.

2. a. Montrer que pour tout réel x = 0, ﬁ <In(l1+x)<=x.

b. En déduire que, pour tout entier k = 1, un encadrement de In(k + 1) — In k.

c. Montrer que, pour tout entiern > 1, In(n + 1) <v, < 1 + Inn. En déduire la limite de la suite (v,,).
3. Soit (wy,) la suite définie par, pour tout entiern > 2, w,, = v,,_; — Inn.

a. Déterminer le sens de variation de la suite (w;,).

b. Montrer que la suite (w,,) converge.
On appelle constante d’Euler-Mascheroni la limite y de la suite (wy,).

1. a. Pourtoutentiern > 1,uyq — U, = qui est un nombre strictement positif. On en déduit que la suite

(n+1)2

(u,,) est strictement croissante.

b. Pourtoutentierk > 2,k >k —1 > 0d’ou, en multipliant par k > 0, k2 > k(k — 1) > 0.
1,

k(k-1) (i)

On en déduit que k_12 <

. 1 1 k—k+1 1
On peut remarquer que, pour tout entier k > 1, 1R kD = R

On peut alors écrire, en

additionnant membre a membre les inégalités (i) en faisant varierk de2anet:u, <1+ 2’;2’; (k(kl—l))'

orsE1 () = Bt~ = (-4 G-+ G2+ v (G2 + 65

Soit X% (- (kl_l)) =1-21

n

N . 1
Cela implique que pour tout entiern > 2, u,, < 2 — - < 2.

c. Lasuite (u,) est donc croissante et majorée par 2. On en déduit qu’elle converge vers une limite I < 2.

2. a. Pour tout réel x >0, on pose f(x) =In(1 + x) —xx?,g(x) = x —In(1 + x). Ces deux fonctions sont

dérivables sur [0, +-oo[ et :



, , _L_l(x+1)—x(1) _ 1 1 _ (x+1-1 o«
pour toutréelx 2 0, f'(x) = 0 — = = T T T e - e
Onadonc f'(x) = 0, pour tout x € [0, +oo].

La fonction f est donc croissante sur [0, +oo[. Or f(0) = 0 donc pour tout x € [0, +o[, f(x) = 0
Soit xi—l < In(1+ x).

A . 1 1-1 NN .
De méme, pour tout réel x >0, g'(x) =1 — = x;l = xx?, quantité positive sur [0, +oo]. La fonction g

est donc croissante sur [0, +o[ et comme g(0) = 0, on en déduit que pour tout x € [0, +oo[, In(1 + x) < x.
b. Pourtoutentierk > 1,In(k+1) —Ink = lnkkLl =In (1 + %)

+ [=1r
AN

. . (. 1.1 1.
D’aprés la question précédente, on adonc=— < In(k+ 1) —Ink < ~ SOt =< In(k+1)—Ink < ’ (ii).
k
Ces inégalités s’écrivent successivement :

lcin2-m1<?

=N
SN

-<In3—-ln2<-

w
N

1 1
;Slnn—ln(n—l)SE

1 1
—<In(n+1)—Inn<-
n+1 n
c. En faisant varier k de 1 a n et en additionnant membre a membre les inégalités (ii), on obtient, pour tout
entiern>1:
Vpy1 — 1 < In(n+ 1) < v,. La premiére inégalité de cet encadrement s’écritaussi v,,1 < 1+ In(n+1)
et comme elle est valable pour tout entier naturel non nul n, on a aussiv, < 1+ Inn.
On a donc bien pour tout entiern > 1, In(n+ 1) <v, <1+Inn.
La premiere inégalité suffit pour affirmer que lim v,, = +oo.

n-oo
: 1 11 1
3. a. Pourtoutentiern =2, wp,y — W, =v, —In(n+1)—v,_; +Inn= —= ln% === In (1 +;).
D’apres la question 2a., on en déduit que w,, ., — w,, = 0 et que la suite (w,,) est croissante.
b. Pourtoutentiern>2,w, =v,_ 1 —Innet v, <l+Inndoncv,_; <1+In(n-1)

d’oUWnSl+1n(n—1)—1nnsoitwnS1+lnnT_1S1carOSnT_1S1donclnnT_1S0.

La suite (w,,) est donc croissante et majorée. On en déduit que cette suite est convergente.

La limite y de cette suite, appelée constante d’Euler-Mascheroni, est approchée tres lentement avec la suite (w;,).
Euler en calcula pourtant 16 décimales en 1734. Ce nombre y est encore mal connu (on ne soit toujours pas si c’est
un rationnel ou non) mais il intervient dans d’autres domaines des mathématiques, notamment en arithmétique.

Exercice 2 — On retrouve I’exponentielle
On rappelle que pour tout réel a strictement positif et pour tout entier n, a® = e™" ¢,

Cet exercice nécessite la connaissance de limites usuelles des fonctions logarithme népérien et exponentielle.

In(1+h)

1. Déterminer, si elle existe, la limite lorsque h tend vers 0 de et, pour tout nombre réel x, en déduire, si
elle existe, la limite lorsque n tend vers +co de nln (1 + E)

n
2. En déduire, pour tout nombre réel x, la limite de (1 + %) lorsque n tend vers +co.

1. Soit f la fonction définie sur |—1, +oo[ par f(h) = In(1 + h). Par composition, la fonction f est dérivable sur
, 1 - / ' . f(W-f©) , f(h)-f(0) _ In(1+h)
]—1,+oo[ et f'(h) = - En particulier, f'(0) = 1. 0r f'(0) = Illl_r)r(l) - et - ==
In(1+h) _

Conclusion lim 1.
h—-0



, . In(1+h In(1+% 1
Pour tout nombre réel x, on pose h = Z Pour x fixé, lim I=0et n@+h) _ (x ”) =-Xnln (1 + f).
n n-oon h o x n
In 1+£ In(1+h
lim —(x ”) = lim 22" _ 1 donc lim nln (1 +£) = x.
n—-oo n h—-0 n—oo n

n X
2. Pour tout nombre réel x, (1 + %) = enln(Hﬁ). Par composition de limites (les fonctions qui interviennent

n
, . . \ s e . . X
étant continues sur les intervalles ou elles sont définies), lim (1 =+ Z) = e*,

n—oo

Exercice 3 — Suites et probabilités

Propriété : si A et B sont deux événements incompatibles, alors p(A U B) = p (4) + p(B).

Cette propriété s’étend a une union finie d’événements deux a deux incompatibles.

Propriété : Soient A et B des événements tels que p(B) # 0; alors p(A N B) = pg(A) X p(B).

Cette propriété permet de calculer de nombreuses probabilités en s’appuyant sur un arbre de probabilités.

Une urne contient en proportion 70% de jetons verts, 10% de jetons bleus, 20% de jetons noirs.
On extrait au hasard un jeton de I'urne et I'on note sa couleur.
Un jeu consiste a extraire un jeton de l'urne :
- Silejeton est bleu, le jeu s’arréte et I'on a gagné.
- Sile jeton est noir, le jeu s’arréte et I'on a perdu.
- Sile jeton est vert, on le replace dans I'urne et I'on recommence I'épreuve.
Soit n un entier naturel non nul. On fixe a n le nombre le nombre de fois ou I'épreuve précédente est réalisée (épreuve
qui peut s’interrompre avant le rang n si I’on a au préalable perdu ou gagné)

Pour tout entier k = 1 inférieur ou égal a n, on note :

- By I'événement « le jeton extrait apres k itérations est bleu »

- N I'événement « le jeton extrait aprés k itérations est noir »

- Vi I'événement « le jeton extrait aprés k itérations est vert »

- G, I'événement « on a gagné a un rang k inférieur ou égalan »

- B, I'événement « on a perdu a un rang k inférieur ou égalan »
1. Onse place dans cette question dans lecasoun = 2.

a. Représenter I'épreuve a I'aide d’un arbre de probabilité.

b. Calculer la probabilité de chacun des événements V5, G5, P,.
2. ndésigne maintenant un entier naturel non nul quelconque. On note respectivement v, g, Pn la probabilité

des événements V,,, G, B, .

a. Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique ; établir I'expression du terme général en fonction
den.
Soit un entier naturel k tel que 1 < k < n. Justifier que p(By) = 0,1 X 0,7*" 1 et p(N,,) = 0,2 x 0,7%"1
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, g, = X%-; 0,1 X 0,71 et Pn = Xp=10,2 X 0,71,
Exprimer g, et p,, en fonction de I'entier n.

e. Etudier la convergence des suites (v,), (gn), (Pn)-
3. Déterminer le plus petit entier naturel n pour lequel g, > 0,32.

anyw

1. a. Lejeton esttiré au hasard, ce qui assure I'équiprobabilité, puis remis dans I'urne apres chaque tirage. Les
données du probléme en pourcentages se traduisent donc par I'arbre de probabilité ci-dessous.

B1 2
07 V1 07 V>
0,\2 N, k N>

b. p(Vz) = p(V1 N Vz) = (p(Vl) X le (Vz) = 0,7 X 0,7 = 0,49
G, = By U B, et les événements By, B, sont incompatibles
donc p(Gz) = p(By) + p(B;) =p(By) +p(V1) X py, (B;) =0,1+0,7x0,1=0,17.




P, = N; U N, et les événements Ny, N, sont incompatibles
donc p(N;) = p(Ny) + p(V1) X py, (N) = 0,2+ 0,7 X 0,2 = 0,34.
2. a. Pourtoutentier naturelnnonnul, v, = p(\;) = p(Vy—1) X py,_, (V) = 0,7v,_4, ce qui prouve que la
suite (17,,) est une suite géométrique de raison 0,7. Donc v,, = v, X 0,7*"1 = 0,7™.
b. Pour que I'événement B, soit réalisé, il faut et il suffit que les événements Vy,V,, ..., Vi._1, By soient
réalisés dans cet ordre. Ainsi By = Vi_; N By donc p(By) = py,_, (Bi) X p(Vk—1) = 0,1 X 0,71 .
De méme p(Ny) = py,_, (Ni) X p(Vie—1) = 0,2 X 0,772,
¢. G, =B;UB,U..UB,, lesévénements étant deux a deux incompatibles.
Donc gn = p(By) +p(By) + - +p(B,) =01+01Xv; +-++01Xv,_4 =01X7_,0,7%1
P, = N; UN, U ...UN,, les événements étant deux a deux incompatibles.
Doncp, = p(Ny) + p(Np) + -+ p(N,) =02+ 02X v + -+ 0,2Xv,_4 =0,2Y7_, 0,71

d g =01%7_, 075 = 01x20 =2(1-07") etp, =025, 075 =02 x 2 =

;A-07

e. Puisque0< 0,7 < 1,alors lim 0,7" =0.0nendéduit lim v, =0; lim g, —l; lim p, =2
n-+oo n—-+o n—-+o 3 no+o 3

3. Pour tout entier naturel n non nul,
gn>032 © %(1 -0,7")>0321-0,7"> 096 < 0,04 > 0,7"

Par stricte croissance de la fonction logarithme sur ]0 ; +oo[ et par les propriétés du logarithme, on obtient

0,04 > 0,7" 1n(0,04) > In (0,7") < In(0,04) > nIn(0,7) &= (("0074)) <n carln(0,7) < 0
Une calculatrice donne pour valeur approchée : l?n((o(;o;? ~ 9,024 ; donc a partirdurangn = 10, on aura

gn > 0,32.

N.B. Aprés avoir montré que la suite (g, ) est croissante (puisque 0 < 0,7 < 1), on peut aussi programmer les
termes de la suite (g, ) sur calculatrice ou écrire un algorithme avec une boucle « while » qui s’arréte dés que g,
dépasse 0,32.

Exercice 4 — Encadrement de In(1 + x)

Rappels :

- pour comparer deux nombres, on peut étudier le signe de la différence ;

- pour déterminer le signe d’une fonction, on peut étudier ses variations et chercher les valeurs ou elle s’annule ;
- on peut additionner membre a membre des inégalités de méme sens ;

- pour déterminer une limite, on peut chercher a appliquer le théoréme des gendarmes.

1. Etudier le sens de variation puis le signe des fonctions suivantes :
2 3
a. Lafonction f définie sur ]—1, +oo[ par f(x) = x — x? + % —In(1 + x).
2
b. Lafonction g définie sur [0, +oo[ par g(x) = In(1 + x) — (x — x—)

c. Lafonction h définie sur [— % 0] par h(x) =In(1 + x) — (x —=+ zi)

2. En déduire que:
3
a. Pourtouth[O+00[x——<1n(1+x)< x——+x—
3
b. Pourtoutxe[——,O],x——+—gln(1+x)g x__+x_.
2 2 3 2 3

In(1+x)—x

3. Etudier la limite éventuelle en 0 de ——

1. a. Llafonction f est, par somme et composition, dérivable sur |—1, +oo[ et pour tout x € |—1, + 0],
1

f(x)—l—— —————(1+x—x(1+x)+x2(1+x)—1)

3 1+x 1+x



x3

SO|tf(x)——(1+x—x—x +x24x3-1)="—

1+x
Sur]—1,+o[, 1 + x > 0 donc f'(x) a le signe de x3 c’est-a-dire de x. La fonction f est donc décroissante sur
]—1,0] et croissante sur [0, +oo[. La fonction f admet donc un minimum en 0. Or f(0) = —In1 = 0.
On en déduit que pour tout x € |—1, +oo[, f(x) = 0.
b. Lafonction g est, par somme et composition, dérivable sur [0, +oo[ et pour tout x € [0, +oo],

li 1 1
g0 =1-1-0=1z0-0-00+0) =1 (1-1-x)) =
Pour tout x € [0, +oo[, g'(x) = 0 donc la fonction g est croissante sur [0, +oo[. Or g(0) =In1 = 0.

On en déduit que pour tout x € [0, +[, g(x) = 0.

c. lLafonction h est, par somme et composition, dérivable sur [— %, 0], et pour tout x € [— %, 0],
"(x) = —— — (1 — 2yt (1 - - 2
h'(x) = . (1—x+42x°%) = 1+x(1 A4+x)(1—-x+2x ))
Soit h'(x) = ﬁ(l —(1—-x+2x2+x—x%+ 2x3)) = L(1 —1—x%2—-2x3) = _—1(x2 + 2x3)
.2
Soit h'(x) =ﬁ(1+2x). Pour tout x € [ 0] <0etl+2x>=0donch'(x) <0.
La fonction h est donc décroissante sur [—5, 0]. Or h(O) =Ilnl1=0.
On en déduit que pour tout x € [—%, 0], h(x) = 0.
2. a. Onadémontré que:

2 3

pour tout x € |—1,4oo[, f(x) = 0 soitx — x? + x? > In(1 + x)
2
et pour tout x € [0, 4+, g(x) = 0 soitIn(1 +x) > x — x? Or [0, 4+oo[ € |—1, +0].
2 2 3

On en déduit que pour tout x € [0, +o[, x — x? <In(l+x)< x— x? + x?
b. De méme, on a démontré que :

2 3
pour tout x € ]—1, +oo[, f(x) = 0 soit x — x? + x? >In(1+x)

1 x%  2x3
et pour tout x € [—5,0], h(x) =2 0doncIn(1+x) = x -5 + < Or [—— 0] —1,+o0].
2 3 2 3
Donc, pour tout x € [—l,Ol,x X< In(1+x) < x—=+=.
2 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3
3. Pourtoutx € [—%,Ol,x—x—+2i<ln(1+x)< x—%+%donc—%+%£ln(1+x)—x£ —x?+x?.

1 1 In(1 1
Doncpourtouth[——,O[ ——+ n(+—;)x —=+Zcarx? > 0.
2 2 x 2 3
. In(1+x)— 1
On en déduit, par encadrement, que 11m n(+—f)x =—-.
x—0 X 2
x<0
3

2 2 3 2 2
De méme, pour tout x € [0,+00[ x—x—<ln(1+x) < x—x?+x?donc—x?sln(1+x)—xs —x7+x?.

In(1 1
Donc, pour tout x € ]0, +oo[ — 1< % —E+§carx2 > 0.
P . In(1+x)- 1
On en déduit, par encadrement, que lim n(+—f)x =—-.
x—0 x 2
x>0
. . In(1+x)- 1
Au final, llmn(+—f)x =—-.
x—0 x 2

Exercice 5 — Intégrales et inégalités

Définition : le plan étant muni d’un repére orthonormal, on définit I'intégrale d’une fonction f continue et positive
sur un intervalle [a, b] comme |'aire du domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe représentant la fonction
f etles droites d’équationx = aetx = b.

Du discret au continu : dans le calcul de cette intégrale, on parle de « somme continue », le principe étant de
décomposer l'intervalle [a, b] en intervalles infiniment petits et de sommer des aires infiniment petites. Il est donc
naturel de relier ce calcul intégral a des « sommes discretes » en décomposant cette fois-ci I'intervalle [a, b] en



. 1 . e
intervalles de longueur - et de comparer les deux types de sommes. On s’appuie pour cela sur la propriété ci-

dessous.
Propriété : soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b]. Si pour tout x € [a, b], f(x) < g(x) alors

L7 fedx < [7 g(x)dx.

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2. L'objectif de I'exercice est de déterminer, si elle existe, la limite
1P+2P+...4+nP

lorsque n tend vers +oo du quotient T

Pour cela, on considére la fonction f définie sur [0,1] par f(x) = xP.

Pour tout entier naturel non nul n, on pose S, = %(f(O) +f (%) ++f (nT_l)) = %zﬁzg-lf (E)

n
Montrer que S,, < folf(x)dx <S,+ %
2. Endéduire que la suite (S,,) converge.
3. Conclure.

1. La fonction f est dérivable sur [0,1] et pour tout x € [0,1], f'(x) = pxP~1 donc f'(x) = 0. La fonction f est

. . . . k k+1
donc croissante sur [0,1]. Pour tout entier 0 < k < n — 1, la fonction f est donc croissante sur [; %] donc

pour tout x € [%,E] f( ) < f(x) < f( ) En appliquant la propriété 1 rappelée, comme f est continue

n

sur [S,%], fkk% ( )dx < fk f(x)dx < fk (k:) dx
soit (%——) ( ) < fk f(x)dx < (kﬂ—&)f(k:) c’est-a-dire = f( ) < fk f(x)dx <= f(k+1)

n

En additionnant membre a membre ces encadrements pour k variantdeOan — 1 on obtient :
L@+ £ (3) + o+ £ (52)) < Sy F@dx < 2(F (3) + o £ (B2) + £ D)

n n

Soit S, < folf(x)dx <S,+ ;(—f(O) + f(1)) c’est-a-dire Soit S, < fo f)dx < S, + %

. . .l 1 . -
2. L’encadrement ci-dessus s’écrit aussi fo f(x)dx —% <S, < fo f(x)dx. Comme lim % = 0, en en déduit que
n—oo

. - 1
la suite (S,,) converge et que sa limite est fo f(x)dx.
xp“]l 1

p+1 0

1
3. x)dx = [ .
fO f( ) p+1
1 1P42P+4(n-1)P 1 1P42P+...4nP
Sp4-=—— T o= TR
n nbt+1 n nbt+1

Or lim §,, = folf(x)dx
n—-oo

Donc lim (Sn + 1) = flf(x)dx
n-oo n 0
1P+2P+-..4nP 1

Conclusion : lim ——— = —,
n—-oo np+1 p+1

Exercice 6 : ...le désordre, ¢a vous dérange ?
Définition : On appelle permutation des éléments de 'ensemble E = {a4, a,, ..., ay } toute liste a n éléments de E
deux a deux distincts.
Propriété : le nombre de permutations d’'un ensemble de cardinalnestn!=nx n—-1) X ..x 1
Propriété : si A et B sont deux ensembles finis disjoints (c’est-a-dire AN B = @ ), alors
Card (AU B) = Card(A) + Card(B).

Soit k un entier naturel non nul et une liste ordonnée (x4, x,, ..., x5 ) de k éléments deux a deux distincts.

On appelle dérangement de la liste (x4, x5, ..., X)) toute permutation des éléments de la liste telle qu’aucun
élément ne conserve la méme place.

Exemple :



(2,3,4,1) est un dérangement de la liste (1,2,3,4).
(1,4,3,2) n’est pas un dérangement de la liste (1,2,3,4) car 1 et 3 conservent leurs places respectives.
On désigne par Dy, le nombre de dérangements d’une liste a k éléments.

1.

Ecrire tous les dérangements de chacune des listes suivantes : a. (1) b. (1,2) c. (1,2,3) d. (1,2,3,4) et donner
la valeur des nombres Dy, D5, D3, D,.

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2 et la liste des k entiers L, = (1,2, ..., k).

a. Montrer que le nombre de permutations laissant un unique élément de la liste L, a sa place est kD;,_;.

b. Déterminer le nombre de permutations laissant exactement deux éléments de la liste Lj, a leur place.

k=2
c. Etablirlaformule: k!=1+ Z k D, .

i=0
A Ventrée d’une salle de spectacle au début du XX*®™¢siécle, cing hommes déposent au vestiaire leurs chapeaux
respectifs. L'employé leur attribue les numéros de porte-manteaux 1, 2,3 ,4,5 mais en réalité dispose au hasard
ces chapeaux sur les cing porte-manteaux. Quelle est la probabilité qu’a la sortie, aucun des hommes ne se
retrouve avec son propre chapeau ?

Il n’y a aucun dérangement de la liste (1) ; donc D; = 0

Il'y a un seul dérangement de la liste (1,2) : la liste (2,1). Donc D, = 1.
Il'y a deux dérangements de la liste (1,2,3) : les listes (3,1,2) et (2,3,1). Donc D3 = 2.
Ecrivons les 24 permutations des entiers 1,2,3,4 et supprimons toutes les lignes pour lesquelles un nombre
conserve sa place :

1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 4 3
1 3 2 4
1 3 4 2
1 4 2 3
1 4 3 2
2 1 3 4
2 1 4 3 (2,1,4,3)
2 3 1 4
2 3 4 1 (2,3,41)
2 4 1 3 (2,4,1,3)
2 4 3 1
3 1 2 4
3 1 4 2 (3,1,4,2)
3 2 1 4
3 2 4 1
3 4 1 2 (3/4,1,2)
3 4 2 1 (3,4,2,1)
4 1 2 3 (4,1,2,3)
4 1 3 2
4 2 1 3
4 2 3 1
4 3 1 2 (4,3,1,2)
4 3 2 1 (4,3,2,1)

Ontrouve D, = 9.

2. a. llyak fagons de choisir I'élément qui conserve sa place dans la liste Lj. Cet élément étant choisi, il ya Dy, _4
dérangements des k — 1 autres éléments ne laissant aucun de ceux-la a leur place. Cela donne donc
kD, _;permutations laissant un seul élément a sa place.

b. llya (lzc)fagons de choisir les deux éléments qui conservent leur place. Ces deux éléments étant choisis, il y a

Dj,_, dérangements des k — 2 autres éléments ne laissant aucun de ceux-la a leur place. Cela donne donc

(

k
2

) Dy, _» permutations laissant exactement deux éléments a leur place



¢. On sait qu’il existe k! permutations de la liste d’entiers (1,2, ..., k).

Dénombrons ces permutations en les regroupant selon le nombre d’éléments qu’elles laissent a leur place.

Pour tout entier i compris entre 0 et k, désignons par P; 'ensemble des permutations de (1,2, ..., k) laissant
exactement i éléments a leur place.

Soit P 'ensemble des permutations de (1,2, ..., k). P = Py U P; U ...U P, et les ensembles Py, Py, ..., P, sont deux
a deux disjoints, donc Card(P) = Card(P,) + Card(P;) + --- + Card(Py).

Or Card(P) = k!, Card(P,) = Dy puisque les éléments ne conservent aucun élément a leur place.

Card(P;) = kD,_, d’aprés la question 2.a.

Card(P,) = (]2{) Dy, d’aprés la question 2.b.

De la méme maniere, pour 0 < i < k—2, Card(P;) = (llc) Dy_;.

Observons qu’il n’existe aucune permutation laissant k — 1 éléments a leur place (puisque si k — 1 éléments
restent a leur place, le k-iéme aussi) donc Card(P,_;) = 0.

Observons enfin qu’il n’existe qu’une permutation laissant les k éléments a leur place, donc Card(P,) = 1.

On obtient donc k! = Dy, + kDy_q + (’;) Dy_y + -+ (’; - 2) D,+0+1=1+yk2 (k) Dy_;.

i
3. Déposer au hasard les cing chapeaux 1, 2, 3, 4, 5 sur les cinq porte-manteaux 1, 2, 3, 4, 5 c’est effectuer une

permutation des éléments 1, 2, 3, 4, 5. ll ya donc 5 | =120 permutations que I'on supposera équiprobables.
L’événement « aucun des hommes ne retrouve son chapeau » est I'’ensemble des dérangements de la liste (1, 2, 3,
4, 5).
s . TR . _ 5 5 R .
D’aprés le résultat établi a la question 2.c., 5! = 1 + D5 + 5D, + (2) D + (3) D, ce qui équivaut a :
120 =1 +Ds +5%X 9 + 10%x2 + 10X 1 soitDg =120 —1—45— 20— 10 = 44.

11

s s 44
i mm — =
La probabilité qu’aucun ho e ne retrouve son chapeau est 20 = 30

Exercice 7 — Orthogonalité dans un cercle

On peut démontrer une orthogonalité en prouvant qu’un produit scalaire est nul.

Les propriétés opératoires du produit scalaire alliées a la relation de Chasles sont souvent utiles pour calculer des
produits scalaires.

On considére un cercle C de centre O et de rayon R et un point M intérieur au cercle. Par le point M, on mene deux
droites perpendiculaires qui coupent le cercle en A et A’ pour une droite, en B et B’ pour I'autre droite. On note | le
milieu de [AB].
1. Montrer que MA. MA’ = MO? — RZ2.

(On pourra introduire le point C diamétralement opposé a A sur le cercle C).
2. Montrer que la droite (IM) est la hauteur issue de M dans le triangle MA’B’.

1. Soit C le point diamétralement opposé a A sur le cercle C. B
MA.MA’ = ME. (MC + CA') = MA. MC + MA.CA

Or le triangle AA’C a son c6té [AC] diametre du cercle C. Il est donc
rectangle en A’ et NHKFM” = MA.MC

Soit MA.MA” = (MG + OA). (MO + 0C)

Soit MA. MA” = MO2 + MO. (OA + OC) + 0A.0C

Or O étant le centre du cercle donc le milieu de [AC], 0A+0C=0

£t OA. OC = OA. (~0A) = —R?

On a donc bien MA. MA’ = MO? — R2.

On a de méme MB. MB’ = MO? — R? = MA. MA'.

2. Onva montrer que le produit scalaire MI.A'B’ est nul.
| est le milieu de [AB] donc Mi = %(MK + —Mﬁ) et MI.A'B’ = %(MZ\’ + l\—/lﬁ) (—A—’l\—/f + W)



Soit Mi. A'B’ = 1 MA A'M + L ViA. MB' + M5, A'M + 1 MB. M’
Comme les droites (AA’) et (BB’) sont perpendiculaires en M, MA.MB' = MB.A'M = 0
D’autre part, MA.A'M = —MA.MA’ = —MB.MB’ = R? — MO?

Au final MI. A'B’ = 0 et la médiane issue de M dans le triangle MAB est bien la hauteur issue de M dans le triangle
MA'B’.

Exercice 8 - section d’un cone par un plan.

Les courbes appelées coniques (parabole ; hyperbole ; ellipse) sont connues et étudiées depuis I'antiquité. Au début
du XVII®™e siécle, Pascal s’est rendu célébre par son traité sur les coniques, une ceuvre de jeunesse, dans laquelle il
établit certaines propriétés de ces courbes en les considérant comme des sections d’un céne et d’un plan et
s’inspirant en cela des travaux de Desargues.

Dans I’exercice qui suit, on se propose d’étudier sur un exemple la courbe d’intersection d’un céne et d’un plan dans
un repére orthonormé de I'espace.

= On utilisera une représentation paramétrique de droite.

= On utilisera ce résultat : si (a, b) est un couple de nombres réels tel que a® + b? = 1, alors il existe un nombre réel
B telquea = cos(8) et b = sin(h).

= Si xl_i)r)zloo(f(x) — (ax + b) = 0 alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a la courbe de fen +oo

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0; [ E) :
Soit le point 4 (0,1,0) ; soit T le cercle contenu dans le plan
d’équationy = 1, de centre A et de rayon 1.

L’ensemble des droites (Om) ou m est un point du cercle I’ L
est un cone de sommet O que I'on nommera (C). 1

Toute droite (Om) est appelée une génératrice du cone.

Partie A : équation cartésienne du cone (C)
Pour tout point m du cercle I, il existe un nombre réel 0 tel que le point m ait pour coordonnées (cos(e), 1, sin(9)).
1. Soit m(cos(B), 1, sin(9)) ; établir une représentation paramétrique de la droite (Om).
2. Soit M (x,y,z) un point du céne (C). Démontrer que y? = x2 + z2.
3. Soit M (x,y,z) un point de 'espace tel que y% = x? + z2.
a. Montrerquesiy = 0,alors M = O (origine du repére).

x = tcos(0)
b. Supposonsy # 0. On pose y = t. Montrer qu’il existe un réel 6 tel que{y =t
z = tsin(0)

c¢. Endéduire qu’'un point M (x,y,z) appartient au cdne (C) si et seulement si y? = x? + z2.

N.B. La relation y? = x? + z? est appelée une équation cartésienne du céne (C).

Partie B : section du cone par un plan.

On considere le plan P d’équation z = 1. On désigne par (H) l'intersection du plan P et du cbne (C).

Soit le point B(0, 0, 1). On considére le repére orthonormé (B ; T, ) du plan P : un point M du plan P de coordonnées

(x,y,1) dans le repére de I'espace (0; 1,7, E) a pour coordonnées (x,y) dans le repére (B;1,]).

1. Montrer qu’une équation de (H) dans le repere (B;7,)) est y? = x? + 1.

2. Montrer que si un point M(x; y) appartient a (H) , alors les points My (—x,y), My (x, —y), M3(—x, —y)
appartiennent a (H). En déduire que (H) admet des axes et un centre de symétrie que I'on précisera.

3. Montrer que la restriction de (H) au quart du plan P définiparx = 0 ety = 0 a pour équationy = Vx2 + 1,
ou x = 0.



4. On considére la fonction f définie dans I'intervalle [0, +oo[ par f(x) = Vx? + 1.
a. Montrer que la fonction fadmet en 400 une limite que I'on précisera.
b. Déterminer xl_i)rgj(f(x) — x) ; en déduire I'existence d’une asymptote oblique.
c. Etudier le sens de variation de f sur I'intervalle [0 ; 4+oo].
d. Construire dans un repére orthonormé la courbe de la fonction f. En déduire I'allure (H), en précisant la
construction.

N.B. La courbe (H) est une hyperbole.

Partie A :
1. Le vecteur Om a les mémes coordonnées que le point m soit m(cos(e); 1; sin(e)) donc une
x = t cos(0)
représentation paramétrique de la droite (Om) estyy =t teR
z = t sin(0)

2. Soit M(x,y,z) un point du cone (C). Il existe un point m du cercle I' tel que M € (Om), donc il existe un
couple (t; 0) de réels tel que x =t cos(B) ;y =t ; z =t sin(0).
x2+22=(t cos(e))2 + (¢ sin(E)))2 =t? ((cos(e))2 + (sin(e))z) = t2, ce quidonne y? = x2 + z2.
3. Réciproquement soit M (x,y,z) un point de 'espace tel que y? = x2 + z2.
a. Siy=0,alors x2 + z2 = 0 et puisque x? > 0 et z2 > 0, la somme des termes n’est nulle que si les deux
termes sont nuls donc x?> = 0etz?2 =0;doux = Qet y =0.Donc M = 0 (0,0,0) et O est un point du
cone (C).

x2 Z2
b. Siy =+ 0,onposey =t.Alors y2 =x%+2z? &t? = x? + z* (:>1——+—(:>1—(?) +(;)

x = t cos(0)
c. Il existe donc un réel 6 tel que % = cos(0) et % = sin (0). D’ou {y =t ce qui signifie
z = tsin(0)

que le point M appartient a une génératrice (Om) du céne. Donc M appartient au céne (C).
D’apres les résultats établis aux questions 2. et 3., on peut conclure a I'équivalence :
Un point M (x,y,z) appartient au cdne (C) si et seulement si y? = x2 + z2.

Partie B :
. . N zZ = 7 =

1. (H) = (C) n P doncun point M (x,y,z) appartienta (H) © {yz — 2 4 52 (:){yz 241

Dans le repére (B;7,]) , une équation de (H) est y? = x% + 1.

2. Vx ER,Vy ERy?=x?2+1ey?=(—x)+1e(—y) 2 =xt+1e(—y)?=(—x)?+1
ce qui prouve que si un point M (x, y) appartient a (H) , alors les points M; (—x,y), M, (x, —y), M3(—x, —y)
appartiennent a (H).
(H) est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées du repére (B ;7,]) , a 'axe des abscisses du repére
(B ;7,))et par rapport a l'origine B du repére (B;1,7]).

3. Siy>0,alorsy?=x?2+1© y=+vx2+1 ;doncy = Vx2 + 1 est une équation de la restriction de (H)
dans le quart du plan P définiparx > 0ety > 0.

4. a. lim (x?+1) =+ et lim VX = 400 donc par composition lim VxZ + 1 = 400

X—+o00 X->+o X—+o00
b. f (x) - x présente une forme indéterminée en +oo.
or Va2 +1— (W x)(VaZ+1+x)  x2+1-x2 _ 1
VxZ41+x T VxZi+x | VaxZtitx

Lim Vx? +1 =+ et lim x = +oo, donc par somme llm (\/x2 +1+4+x) =40

X—+00 X—+0o0
et parinverse lim ——=0; lim (f(x) —x) =0 donc Ia droite d’équation y = x est une asymptote a la
xX—+00

X—+00 Vx2+1+x
courbe (H).
c¢. Lafonction x - x2 + 1 est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et & valeurs dans [0; +oo] et la fonction

X — VX est strictement croissante sur [0; 4oo[. Donc par composition f est strictement croissante sur
[0; +oof.



2x
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On peut aussi calculer la dérivée Vx € [0; +oof, f'(x) oz dui est strictement positive sur l'intervalle

10 ; +oo[ et nulle en 0.
d.
Courbe de la fonction f sur [0 ; +oo[ Courbe (H)
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A partir de la courbe de la fonction f, on obtient (H) en effectuant une symétrie orthogonale par rapport a I'axe
des ordonnées, puis une symétrie orthogonale par rapport a I'axe des abscisses.



