Propositions de solutions de quelques exercices de la pépiniére de terminale 2023

Exercice 1 sur les fonctions de la pépinere de terminale 2023
Déterminer tous les triplets (x,y;z) de réels strictement compris entre 0 et 1 vérifiant :

1 1 1 Xy yz ZX
+ ——1||y+ ——1||z+ ——1|=| | —==|| | ——|| | ==
* 2x Y 2y Tz z X M
Autre proposition de solution :
Soit (x;y,;z)€]0,;1[> un triplet solution de (1)
1 1 1 Xy yz zZX
+——1||y+ ——1||z+ ——1|=| ||| | ——|| | -——
* 2x Y 2y z 2z z X y
2, 1 2 1 2, 1 _ ‘ \
= X+ x|y ==yl z+—z|= lz—xy|(x—yz|ly—zx]
Xyz 2 2 2 Xyz
S PR O [ § U 0 g =lz—xy|lx=yz|ly—zx]
2 4 2 4 2 4 ‘

D'apres les propriétés de la forme canonique d'une fonction trindme du second degré, le membre de

C tees - 1 .. 1
gauche de cette égalité est minimal pour x=y 2225 et la valeur de ce minimum est rk

En évaluant le membre de droite de 1'égalité en x=y :zzé, on obtient également %

Démontrons que la valeur maximale du membre de droite est %
Au moins un des trois nombres z—xy, x—yz et y—zx doit étre positif, sinon le produit est
négatif et ne peut étre égal au membre de gauche qui est strictement positif. Supposons que
y—zXx soit positif. L'expression étant symétrique, les autres cas se traitent de fagon analogue.
[z—xy) (x—yz](y—zx) =(xz—y(x’+ )+ x zyz)(y—zx)
<(xz—2xyz+xzy)ly—zx| en utilisant l'inégalité —(x*+ 2°)<—2xz
sz(l—2yjl- yz)(y—zx)
sz(y—zx)(y—l)2

A , 2 . .
Le trindme en xz dusecond degré —(zx )+ y(zx) atteint son maximumen xz=2.

2

En substituant xz par % dans le membre de droite de 1'inégalité, on obtient:

2
[z—xy) [x—yz](y—zx)s%(y—l )2.
Enfin, aprés 1'étude des variations de la fonction y - y(y—1) puis de son carré sur ]0;1[ on

obtient I'inégalité recherchée : |[z—xy||x—yz|ly—zx|< %

Conclusion
1 1? 11 11 1
Fs _E) 1 (y_E) +Z (2—5 +Z =(z—xy)(x—yz)[y—zx)SE
donc x—l 2+ 1 y—l 2+ L z—l 2+ -1 et 'unique solution de 1'équation est le
2] 4 2] 4 2] 4] 4
(11
triplet (2,2,2).



Remarque
Dans cette démarche, on a cherché le maximum de la fonction f définie sur IR’ par

f(x)=(z—xy)(x—yz)(y—2x) sur la boule ouverte de centre %%% et de rayon % .

Exercice 6 sur les fonctions de 1a pépiniére de terminale 2023

Soit x, y, z des réels strictement positifs et deux a deux distincts.

1 1 4

1
Montrer que S+ + =

x—yf (y—zf (z—x) xy+yz+zx

Autre proposition de solution
x, y et z jouant des roles symétriques, il suffit de démontrer I'inégalité dans le cas x< y<z.
Placons nous dans ce cas.

Soit f la fonction définie sur [0, y[ par f(m)= 1 .1t .1 4

(m=yP (y=zf (z=m)} my+yz+zm
Démontrer l'inégalité de I'énoncé revient & prouver que  f (x)=0.
Démontrons que £ (0)=0:
1,1 1 4
O)=—+—+————.
/1 vioZ (y—zf vz
_Z(y=z)yz+ Y (y—z)yz+ Y2’ yz—4y’ P (y—z)
22 2
vz (y—z)yz
_(Z+y—ayz)(y—z)+ Y2

2 2 2
y'z(y—z)
_[(x=y)-2yz](y=z)+ ¥ 2’
2.2 2
vz (y—z)
_(y=z)'-2yz(y—z)’+y’2
2 2 2
vz (y—z)
2 2
2 2 2
vz (y—z)
La fonction f est dérivable sur [0, y[et Vme[0, y|,
, 2 2 4( z+
f (m):_ 3 3+ ( y) 2
(m—y) (z=m) (my+ yz+zm)
) 2 2
m< y<z donc m—z< m—y<0, puis — — >0.

(m=y) (z=m)’
On en déduit que Vme€[0;y[, f'(m)>0. f estdonc strictement croissante sur [0, y[
0< x< y et f eststrictement croissante sur [0, y[, donc 0<f (0)< f(x) soit f(x)>0.CQFD

Remarques
L'inégalité, reste vraie si 1'un des trois réels est nul. On peut donc retirer le strictement de I'énoncé

de l'exercice.
Les cas d'égalités ne peuvent d'ailleurs pas étre obtenus si les trois réels sont non nuls.



Exercice 7 sur les fonctions de la pépiniére de terminale 2023
Déterminer toutes les fonctions de IN" dans IN" telles que pour tous entiers m>1 et n>1

S (m)+ f(n))=m+n.

Autre proposition de solution
Soit f une fonctionde IN" dans IN" vérifiant une telle propriété.

Démontrons que pour tous entiers m>1 et n>1,si f(m)=f(n), alors m=n. (*)

(Autrement dit, que tout élément de IN" admet au plus un antécédent par f )

Soit m>1 et n>1 telsque f(m)=f(n), onaalors f(m)+ f(1)=f(n)+ f(1), puis
f(f(m)+ £(1))=f(f(n)+ £(1)). Enappliquant la propriété de I'énoncé a cette derniére

égalité, on obtient m+ 1=n+1 etdonc m=n. (*)estdémontré.

Si f(1)=1 alors f(2)=7(f(1)+ f(1))=2 puis f(3)=/(/(1)+ f(2))=3 etc..

Un récurrence simple permet de montrer que pour tout entier naturel # nonnul, f(n)=n.

Démontrons par l'absurde que £ (1) ne peut pas étre différent de 1.
Si f(1)=n avec n>1, alorsonaaussi, f(f(n—1)+ f(1))=n etdonc 1=f(n—1)+ f(1)
d'apres la propriété (*).

f étant a valeur dans IN", f(n—1)+ f(1)> 1.

1=f(n—1)+ f(1) et f(n—1)+ f(1)>1,donc 1> 1.
On a démontré que l'implication : « Si f(1)#1, alors 1>1 » était vraie, donc, par contraposée,
1 n'étant pas strictement supérieur a 1, on a nécessairement £ (1)=1.

Conclusion Pour tout entier 7 supérieur ou égala 1 f(n)=n.
Autrement dit, f est la fonction identité de IN".

Exercice 6 sur les suites de 1a pépiniére de terminale 2023




Soit (x,) et (y,) les suites définies par:

_1 o _1
10> V0"

Existe-t-il des entiers naturels non nuls n et m telsque x,=y,?

. 2 2
X, et, pour tout entier naturel n>1, x,,,=x,+ x, et y,.1=y,+ V,.

Autre proposition de solution
On peut démontrer par récurrence que Vrn€N, x,>0 et y,>0.

2 . . .
x,>0et ;>0 et VneN, x,,,—x,=x,>0 donc les deux suites sont strictement croissantes.
. ’ “, 7 2 J . 4
pour tout entier naturel n>1, I'égalité x,,,=x,+ x, estune équation du second degré en x, de
T+a+ 1+ 4x
1+y1+4x,,, 1=y 1+4x,,,

, Soit x =
2 " 2

discriminant égala 1+ 4x,,, etdonc,onasoit x,=

, . .. 1+ V/1+4~xn+l
Or x, étant strictement positif, x, =——————. (*)

2
1_1 . . ) ) .
Vo= §> 10 et (y,) eststrictement croissante, donc il n'existe pas d'entier m tel que y,=x,.

x,=0,1, x,=0,11, x,=0,1221, x,=0,1370> 0,125=y, et (xn) est strictement croissante donc il
n'existe pas d'entier n tel que x,=y,.
Supposons qu'il existe des entiers naturels nonnuls n et m telsque x,=y,,.
Soit n, le plus petitentier n telque x,=y, et m, unentier m telque x,=y,.
D'aprés ce qui préceéde, m, et n, sontnonnuls, x, , et y, , sontdonc bien définis.
1+ 1+4x, 1+{1+4y,

2 - 2

n,—1 vérifie donc la relation x,=y,, ce quicontredit la minimalité de n,.

Donc il n'existe pas d'entiers naturels m et n telsque x,=y,,.

— — ' A *
Xy =V © e x, =y, dapres(¥).

Généralisation
Soit (x,) et (y,) les suites définies par:
x,ER et y,€R et, pour tout entier naturel n>1, x,, , =f(x,) et y,,,=f(y,) ou f estune

focntion bijective de IR dans IR
I1 existe des entiers naturels »n et m telsque x,=y, si,etseulementsi, x, estun terme de la

suite (y,) ou y, estun terme de lasuite (x,).

Démonstration
f estune focntion bijective de IR dans IR donc il existe une fonction f~' définie sur IR
telleque : V(x,y)eR’, f(x)=y & x=f"(y). (*)
On suppose qu'il existe des entiers naturels n et m telsque x,=y, .
Soit n, le plus petit entier n tel que x,=y, et m, leplus petitentier m telque x,=y,.

Si n,=0 ou m,=0 le résultat est validé.

Sinon, m, et n, sontnonnulsdonc x, , et y, _, sontbien définis.
Xn=Ym, < f(xnn—l):f(yno—l) < xno—l:f_l(f(yno—l)) S Xp—1=Vn1 d'apres (*).
n,—1 vérifie la relation x,=y,, cela contredit la minimalité¢ de n,.

Donc on a nécessairement n,=0 ou m,=0.

La réciproque est triviale.

Remarque La fonction f de I'énoncé original n'est pas bijective de IR dans IR mais de
IR™ dans R® On peut généraliser a une fonctionde I dans I/ ou [/ estunintervallede R.






