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Probleme I - Approximations de courbes

Partie A - Les polynémes de Bernstein

Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel ¢ compris entre 0 et n, on note B, ; (p) le polynéme pour p
variant dans Pintervalle [0; 1] par

= (2 )

7

avec < TZL > le coefficient binomial, ¢ parmi n. Ainsi, on a By (p) =1, B1,o(p) =1 —p, Bo1 (p) = p.

1. (a) Donner I'expression de Bs g (p), B2 (p), Bas2 (p).
Correction : on utilise la valeur des coefficients binomiaux d’ordre 2 pour obtenir les polyndémes voulus :

(1) (1) (1)

Bao(p)=(1—p)> =p*—2p+1,
B (p) =2p(1—p) = —2p° +2p,
Ba (p) = p°.

On a donc :

(b) Déterminer l'expression des polynémes de Bernstein pour n = 3, & savoir Bz o (p), Bz 1 (p),Bs2 (p),Bos (p).
Correction : on procede de la méme maniere pour n = 3 :

(0)=r ()= (3)== (3)-

)=(1—-p)’=-p*+3p* -3p+1,
) =3p(1—p)® =3p> — 6p® + 3p,
Bss (p) = 3p* (1 —p) = —3p” + 3p°,
)

On a donc :



2. (a) Quelle est 'expresssion de By, o (p) et By p

et
Correction : Comme < ) Z =1, on en déduit directement :

Bnn (p) =p".
(b) Démontrer que pour tout n > 1 et pour tout ¢ compris entre 1 et n — 1,
Byi(p) = (1 —p)Bn-1,(p) +PBn-1,-1(p).

Correction : cela se prouve avec la relation dite du triangle de Pascal. Pour tout n > 1 et ¢ compris entre 1
etn—1,
()=t ()

. = . + . .

7 7 1—1
On en déduit :

n 3 n—i n—1 3 _\n—i n—1 i _\n—i
(i )p(lp) ( ; )p(l p) +< i1 )p(l p)
-1

ce qui nous donne bien la relation
Br,i(p) =1 —=p)Bn1:(p) +pBn-1,-1(p).

3. (a) En quelles valeurs s’annulent les polynémes de Bernstein ?
Correction :

— On constate d’abord que By (p) = 1 est constant et non nul, donc ne s’annule jamais.

— D’autre part, quel que soit n > 1, By, ¢ (p) = (1 — p)" s’annule en 1 et B, ,, (p) = p™ s’annule en 0.

— Enfin, quel que soit n > 2 et pour ¢ compris entre 1 et n—1, B, ; (p) = ( TZL ) pt(1— p)nﬂ. s’annule en 0
et en 1.
(b) Qu’en est-il de son signe sur [0;1] ?

Correction : les coefficients binomiaux sont évidemment positifs. D’autre part, p et 1 — p sont tous les deux
positifs pour p € [0, 1], on en déduit qu’il en est de méme pour les polynémes de Bernstein.

4. Démontrer que les polynéomes de Bernstein d’'un méme degré forment une partition de l'unité : c’est-a-dire, pour
tout entier naturel n :

Correction : on reconnait la formule du binéme. En effet,

n n
S B =3 (1 )r 0 = =1 =,
i=0 i=0
5. Déterminer la valeur des sommes » . iB,; (p) et >_ii?By ; (p). Que représentent ces sommes probabilistes ?
Correction : tout d’abord, remarquons que comme le terme pour ¢ = 0 est nul pour les deux sommes, on a les
égalités : 357 iBni (p) = 32i_ iBni (p) et 35iqi*Bn.i (p) = 321y ©° Bn.i (p)-
— Regardons les résultats pour n = 1,2,3 de la premiere somme :

1

ZiBl,z’ (p) = B11(p) =p,

=0



Z ’L'Bzﬂ' (p) = B2,1 (p) + 2B2,2 (p)

=0
=2p(1—p)+2p°
= 2p,
3
> By (p) = Bai (p) +2Bs 2 (p) +3Bss (p)
=0

=3p(1—p)*> +6p* (1 —p) + 3p°
= 3p.

On se doute donc que la formule a démontrer est :

n

P(n): > iBni(p)=np.

1=0

Démontrons cela par récurrence. L'initialisation est déja faite. Supposons maintenant que P (n) est vraie et
démontrons que P (n + 1) est vraie.

n+1 n
> iBui1i(p) = (n+1) Bugintr (p) + Y iBni1i (p)
i=0 i=0

n

=(n+1)Bojiny (0)+ (1 =p) > iBui(p) +p Y iBni1(p)
=0 i=0

=(n+1)But1,n+1 (p) + (1 —p) ZiBn,i (p) + pz iBp,i-1 (p)
=0 i=1

n n—1
= (n+1) Bup1,nt1 (0) + (1=p) Y iBni(p)+p Y (i+1) Bu ()
=0 =0

n

=(n+1)Boiiny (0)+ (1 =p) > iBui(®)+p>_ (i+1)Bui(p) —p(n+1)Buy (p)
=0 =0

n n

= (n+1) (Busin41 (0) = PBun (0)) + Y iBui () +9 Y B (p)
=0 1=0

_ (n+ 1) (pn+1 _pn-i-l) +np+p

=(n+1)p
Remarques sur le calcul : dans la deuxieme ligne, on utilise > ;iBy,; (p) = Y.i; iBn; (p). L’hypothese de
récurrence est utilisée dans ’avant-derniere ligne, ainsi que le résultat de la question 4.
Conclusion : la formule est vraie pour tout n entier naturel non nul.

— Regardons les résultats pour n = 1,2, 3 de la deuxieme somme :

1
Y iBui(p) = Biai(p) = p,
=0

2
N 2By (p) = B (p) + 4B22 (p)
1=0

=2p(1—p)+4p°
=2p(1—p+2p)



3

> ®Bo; (p) = Bax (p) +4Bs 2 (p) + 9B3 s (p)
1=0

=3p(1—p)* +12p* (1 — p) + 9p°
=3p (1 —2p+p*+4p— 4p* + 3p°)
=3p(1+2p).

On se doute donc que la formule & démontrer est :

n

P'(n): Y i’Bui(p)=np(l+(n—1)p).

=0

Démontrons cela par récurrence. L’initialisation est déja faite. Supposons maintenant que P’ (n) est vraie et
démontrons que P’ (n + 1) est vraie.

n+1 n
Y Busri (p) = (0 +1)" Buganr () + Y1 Bur,i (p)

:(n+1)2Bn+1,n+1(p)+(1_p)Z nyi +PZZ Bui-1(
i=0
p) + pz i®Bh,i—1 (p)
i=1

=(n+1)Bytins (p) + (1 —p) Z
i=0
=m+1)Buiini1(p) +(1—p) ZizB”*i () +p i i+ 1)" B (7)
i=0 i=0
(P+1-p)Y
i=0

n
=(n+1)Bnyint1 (p p)+p Y (i+1)?Bui(p) —p(n+1)* Buy (p)

= (n + 1)2 (Bn+1,’ﬂ+1 (p) - an,n (p>) + ZiQBn,i (p) + QPZ ZBn,z (p) + pz Bn,i (p)
i= =0 =0

n
0

=n+1)* P —p") 4 ap 1+ (n—1)p) +2np* +p

=pn+nm—1)p+2np+1)

=(n+1)p(1+np)
Remarques sur le calcul : dans la deuxieme ligne, on utilise Y ;- i?B,,; (p) = >, i*By.i (p). L'hypothese de
récurrence est utilisée dans I’anté-pénultieme ligne, ainsi que le résultat de la question 4 et la formule démontrée
ci-dessus pour Y . iBy ;i (p).
Conclusion : la formule est vraie pour tout n entier naturel non nul.

Ces sommes probabilistes correspondent & I’espérance d’une variable aléatoire de loi binomiale de parameétres (n, p)
et Pespérance du carré de cette variable aléatoire, respectivement. En effet, pour une variable aléatoire X de loi
binomiale de parametres (n,p), on a pour tout entier naturel ¢ compris entre 0 et n :

On en déduit donc .

D P(X=i)=) Builp)=1,
=0

=0

n n
X)=> iP(X =i)=Y iBy;(p) = np,
i=0 i=0
et "
:Zi2P(X ZzanZ Y=np(1+(n—1)p).
i=0
Notons qu’on a donc aussi I'expression de la variance de X

V(X)=E(X?) —(EX))?=np(l+(n-1)p) —n’p*=np(1l-p).



Partie B - Des courbes de Bézier

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, I, J). Soit n un entier naturel. On se donne n + 1 points non alignés du
plan Po,Ph. ‘e 7Pn—17pn-

On appelle courbe de Bézier de degré n et de points de contrdle Py, Py, ..., P,_1, P, 'ensemble des points M (p) du
plan avec p variant dans 'intervalle [0; 1] tels que

OM (p) =S By (p) OP.
=0

Dans la suite, on va s’intéresser a des courbes de Bézier de degré 0, 1 ou 2.
On se fixe donc A, B, C' trois points du plan non alignés.

1. Reconnaitre la nature géométrique

(a) de la courbe de Bézier de degré 0 et de point de controle A.

Correction : soit p € [0;1]. Le point M (p) vérifie la relation

—
OM (p) = By (p) OA = OA.

On en déduit pour tout p € [0;1], M (p) = A. La courbe est donc réduite au seul point de controle A.

(b) de la courbe de Bézier de degré 1 et de point de controle B et C.

Correction : soit p € [0;1]. Le point M (p) vérifie la relation

OM (p) = B0 (p) OB + By (p) OC = (1 — p) OB + pOC.

On en déduit :
OM (p) — OB = »(0C - OB)
M (p) = pBC

Les vecteurs BM (p) et BC sont donc colindaires et M (p) € [BC] car p € [0;1]. On en déduit que M (p) décrit
le segment [BC] lorsque p varie de 0 & 1.

2. On s’intéresse a la courbe de Bézier de degré 2 et de points de controle A, B et C.

(a) Justifier que les points A et C' appartiennent & la courbe. Le point B y appartient-il ?

Correction : soit p € [0;1]. Le point M (p) vérifie la relation

OM (p) = Bao (p) OA + Bay () OB + Bas (p) OC = (1 — p)> OA + 2p (1 — p) OB + p*OC.

——
On remarque que lorsque p = 0, on a OM (0) = OA et lorsque p = 1, OM(I; — OC. On en déduit que
M (0) =Aet M (1) =C, donc A et C sont bien sur la courbe.

En revanche, si B est sur la courbe, il existe une valeur de p € [0; 1] telle que
OB =(1-p)204+2p(1—p) OB+ p*OC

0 =(1-p)?0A+ (~2p*+2p—1) OB + p*OC
T=(1- p)z(o_,?x—o?)w?(cﬁ—o_é)

0 = (1-p)>BA+p*BC.

—

D’apres cette relation, comme (1 — p)2 et p? ne sont pas simultanément nuls, BA et B? sont colinéaires. Or,
A, B et C ne sont pas alignés, donc il y a une contradiction. On en déduit qu’une telle valeur de p n’existe pas
et que B n’est pas sur la courbe de Bézier.

Dans cette question, on prend les points de coordonnées A (—2,5), B (2;1) et C (4; 3). Proposer une construction

et p= T Tracer la courbe a main levée.

|
DN =

des points de cette courbe pour p = vk P
Correction : pour tout p € [0 1], soient (xM( );ym (p)) les coordonnées du point M (p). On calcule les
coordonnées des points M (%) (%) et (

(il

N[V
~—

X(=2)+2x24 & xd4=—4

8
x5+2x14 & x3=2 ’

L LN
Slesle



e (3) =dx (D +dx2eixd=
() =ixs+dxlebxs=g
zar (3) Ex(=2)+2x24+ I x4=2
um (3) = x5+§x1+Hx3=7
P . 1 , 1 27 1 , 35 3
On en déduit les points M (Z) de coordonnées —g; 3 ) M (5) de coordonnées 35 et M (Z) de coor-
3 23 19 . Loy .
données (8; 8>' On peut noter que ces points ne sont pas équirépartis entre A et C.

'y

La courbe de Bézier est tracée dans le graphe ci-dessus ou ont été ajoutés les vecteurs ﬁ et B?

3. Démontrer que cette courbe est nécessairement inscrite dans le triangle ABC.
Correction : pour tout p € [0;1], les points M (p) obéissent & la relation :

OM (p) = (1—p)2OA +2p (1 — p) OB + p*0C,
donc
BM (p) = (1 — p)2 BA + p*BC,

—
Chaque point M (p) est donc a l'extrémité d’un parallélogramme inclus dans le parallélogramme de supports BA et
B?’, carsip € [0;1],alors 0 < p? <let 0<(1— p)2 < 1. D’autre part, définissons un point P (p) tel que

BP (p) = (1—p) BA + pBC.

Alors P (p) décrit une courbe de Bézier de degré 1, de points de contréle A et C et donc P (p) décrit [AC]. On en
déduit que le segment [AC] constitue la frontiere limite que les points M (p) peuvent atteindre, car si p € [0; 1], alors
pP?<p<let(l- p)2 < (1 —p) < 1. Conclusion : les points M (p) sont tous situés dans le triangle ABC.

4. Quelle pourrait étre la nature géométrique de cette courbe de Bézier de degré 27 Justifier votre réponse.
Correction : c’est un arc de parabole. En effet, pour tout p € [0;1], M (p) vérifie la relation :

OM (p) = (1—p)>OA +2p (1 — p) OB + p*0C,
soit
BM(]D3=(1—19)2E>4+p2@:§>4+2p@+p2(EMB?).

Notons aussi le vecteur tangent au point M (p), qui est la dérivée par rapport & p du vecteur précédent :
! —
(BM (p;) —24B + 2p (BA n ﬁ) .

—
La courbe paramétrée par p est une parabole passant par A (et C), d’axe de symétrie parallele & BA + B? et de
vecteur AB tangent en A (et de vecteur BC tangent en C). Comme p € [0;1], Parc décrit est celui situé entre les
points A et C.



Probléeme II - Un si discret M. Dirichlet

Soit . un ensemble fini non vide de points du plan.Certaines paires de points de . sont reliées par des traits, de sorte
qu’en suivant ces traits, éventuellement en plusieurs étapes, il est toujours possible depasser d’un point de . & n’importe
quel autre (les intersection éventuelles entre les traits ne sont pas considérées et un point n’est jamais relié & lui-méme).

Deux points de . qui sont reliés sont dits voisins.

Si M est un point de .%, on note V (M) Pensemble des voisins de M, et on note d (M) le nombre de voisins de M,
appelé le degré de M.

Chaque point de . a été colorisé soit en bleu, soit en jaune, et il y a au moins un point jaune dans ’ensemble .. A
chaque point jaune, Gustav a attribué un nombre réel de son choix. La mathématicienne Maryam voudrait alors attribuer
un nombre réel & chaque point bleu (pas forcément le méme nombre d’un point bleu a 'autre) de fagon a satisfaire a la
propriété (&) suivante :

() : Le nombre attribué o tout point bleu est la moyenne des nombres attribués a ses voisins.

Partie A - Quelques exemples pour commencer

1. Dans cette question uniquement, on suppose que . = {A, B,C} avec A voisin de B, lui-méme voisin de C' comme
dans le dessin ci-dessous :

A B C
O L L

De plus, A est le seul point jaune et Gustav lui a attribué le réel a.
Quels nombres Maryam doit-elle alors attribuer & B et & C afin de satisfaire la propriété (£2) ?
Correction : notons b le nombre attribué & B et ¢ le nombre attribué & ¢. La propriété () nous impose les 2

relations suivantes :
2b =a+c
c =b '

On en déduit que 2b =a+c=a+b et donc b = ¢ = a.

2. Pour les trois questions suivantes, on suppose que . = {A, B,C, D, E}. Les points A et E sont les seuls points
jaunes, et Gustav leur a attribué respectivement les réels a et e.

(a) Les liaisons étant indiquées selon le schéma suivant, quels nombres Maryam doit-elle alors attribuer & chacun
des points B, C et D afin de satisfaire la propriété (£2)?

A B C D E
O L L L O
a e

Correction : notons b, ¢, d les nombres attribués respectivement a B, C, D. La propriété (£?) nous impose les
3 relations suivantes :

2b =a+c
2¢c =b+d,
2d =c+e
4b = 2a+ 2c
S cde =2b+2d=a+2c+e,
4d =2c+ 2e
4 =3a+e
<2 =a+te
4d =a+ 3e
On en déduit :
b - g
c :a—;e
@ -



(b) Méme question pour le schéma suivant :

D C E
e
a
A B
Correction : notons b, ¢, d les nombres attribués respectivement a B, C, D. La propriété (&) nous impose les 3
relations suivantes :
20 =a+c
3(3 = b + d +e )

3d =a+c+e

20 =a+c
& <18 =6b+ 6d + 6e = 5a + 5c + 8e
3d =a+c+e

26b = 18a + 8e
& < 13¢c =ba+8e
39d = 18a + 2le

On en déduit :

__ 9a+4e
b =43
__ ba+8e
¢ =713
6a+7e
13
(c) Méme question pour le schéma suivant :
A
a
E B
e
D C

Correction : notons b, ¢, d les nombres attribués respectivement & B,C, D. La propriété (&) nous impose les 3

relations suivantes :
4 =a+c+d+e

4c =a+b+d+e,
4d =a+b+c+e

5 =a+b+c+d+e
<5 =a+b+c+d+e,
5d =a+b+c+d+e

5 =a+b+c+d+e
& <¢bhb =be
5¢ =5d



On en déduit b = ¢ = d et la premiere équation nous donne alors 2b = a + e. Finalement,

__ ate
b = 2

__ ate
C =5 -

__ ate
d = 2

3. Dans cette question uniquement, on généralise le schéma de la question 2-(c) avec un nombre quelconque de points.
On suppose que n > 1 est un entier, que . = {Py, P, Ps, ..., Py, Po11} et que tout point de . est voisin de chaque
point de .. De plus, Py et P,y1 sont les seuls points jaunes, et Gustav leur a attribué respectivement les réels a

et b. Quels nombres Maryam doit-elle alors attribuer & chacun des points P; pour i = 1,...,n afin de satisfaire la
propriété ()7
Correction : notons 1, ..., x, les nombres attribués respectivement aux points Py, ..., P,. La propriété (£?) nous

impose les n relations suivantes :
n
=a+b+> ie1 Ti — T1
n
=a+b+> i—1 Ti — T2

ENE)
+ +
[ —
3
[
[

(n+lz, =a+b+> 1z —a,

(n+2)131 :a+b+zz;1xi
(n+2)zs =a+b+>1

= . )
(n+2)z, =a+b+> 1z
(n+2) =a+b+> @
(n+2)z = (n+2)xz

@ .

m+2)z,—1 =n+2)x,
On en déduit que les x; sont tous égaux pour ¢ = 1,...,n et la premiere équation nous donne alors 2x; = a + b.

Dans le cas ot tous les points sont voisins I'un de 'autre, tous les points bleus ont donc le méme nombre attribué
qui est la moyenne de a et b.

Partie B - Etude du cas général
On note respectivement ¢ l’ensemble des points jaunes, et % '’ensemble des points bleus. Ainsi,
S = JUAB.

Quand Gustav attribue un nombre réela chaque point jaune, cela consiste a définir une fonction k£ de _# dans R.
L’objectif de Maryam est donc de construire une fonction f : . — R telle que :

f(M)=k(M) siM estjaune (1)
f(M) = FP)+ 4 S P ar est blen (2)
oud=d(M) estle degré de M (qui dépend de M) et Py,..., P; les voisins de M.

On dira alors que f est une solution pour [’attribution k.
Dans cette partie, on suppose donc donnée une telle attribution k.
On note K le plus grand k (M) lorsque k décrit '’ensemble #.

Existence d’une solution

1. On suppose dans cette partie que k(M) > 0 pour tout point M € _#. On construit alors, par récurrence, la suite
de fonctions (f,) suivante :
On pose fo (M) =k (M) si M est jaune, fo (M) =0 si M est bleu.
Puis, pour tout entier n > 0, on pose :
for1 (M) =k (M) si M est jaune,
WP+t fa(P)
fop1 (M) = fn(P1) + 7 + fn (Fa) si M est bleu,

oud=d (M) estle degré de M (qui dépend de M) et P,..., P, les voisins de M.




(a) Prouver que pour tout n > 0 et pour tout point M € ., ona 0< f, (M) < foy1 (M) < K.
Correction : c’est vrai pour M € #,car k(M) = f, (M) = for1 (M) et 0< k(M) < K.
Pour M € 2, prouvons par récurrence l’assertion &7 (n) : < pour tout M € %, 0 < f,, (M) < frp1 (M) < K ».
C’est vrai pour n = 0 car fy est nulle sur & et f; (M) < K car pour tout M € ., 0 < fo (M) < K. On a donc
bien pour tout M € B, 0< fo (M) < fL (M) < K.
Supposons vraie au rang n U'assetion &7 (n). Alors

:fn+1(P1)+"'+fn+1(Pd> > fn(P1)+"'+fn(Pd)

fn+2 (M) d - d

= fn+1 (M) )
car pour tout M € B, [, (M) < fn+1 (M) par hypothese de récurrence. D’autre part,

_fenn (PO A A o (Pa) K
d — b

fn+2 (M)

car pour tout M € A, fn,+1 (M) < K par hypotheése de récurrence. Enfin, comme f,1 (M) > 0, on a bien
0 < fo41 (M) < frnia (M) < K et par récurrence, 'assertion o (n) est vraie pour tout n > 0.

(b) En déduire l'existence d’une solution pour lattribution K.
Correction : pour tout point M € .%, la suite (f,, (M)) est croissante et majorée, donc elle converge. Soit f

la fonction qui & chaque point M € . associe la limite de la suite (f,, (M)). Alors, f sera une solution pour
I’attribution k. En effet,

k(M) si M est jaune, car la suite (f, (M)) est constante sur #,
_fP) 4+ f(Pa)
d

si M est bleu, par linéarité de la limite.

2. Prouver que si f est une solution pour 'attribution k et si « est une constante, alors f + « est aussi une solution
pour l'attribution k + a.

Correction : c’est déja vrai pour M € _# par définition. D’autre part, pour tout point M € %, par linéarité de la
moyenne :

POtz {EVE AT R P R) bt (P 4e)

On en déduit que f + « est bien solution pour 'attribution k + «.

3. En déduire qu’il existe une solution a notre probleme en général, c’est-a-dire sans ’hypothese de la question 1° :
k(M) > 0 pour tout point M € #.
Correction : si la valeur minimale de k sur _# (notons-la /) est négative, on peut ajouter la valeur absolue |3| de
la valeur minimale & l’attribution pour retrouver une attribution k + |3| & valeurs positives. La solution f pour cette
attribution existe, et il suffit de retrancher & nouveau cette valeur pour obtenir une solution f —|3| pour 'attribution
initiale k.

Unicité de la solution

On suppose dans cette sous-partie que 'on dispose d’une solution f pour cette attribution k.
4. Prouver que pour tout point M € %, on a f (M) < K.
Correction : c’est déja vrai pour M € _# par définition. D’autre part, pour tout point M € & :
F(P) 4+ [ (P)

f(M): d Smax(f<P0)7"'7f(Pd))'

Supposons qu’il existe un point M € A tel que f (M) > K. Alors selon I'inégalité précédente, si 'un des voisins de
M a une attribution inférieure & K, il faut qu’au moins un de ses voisins soit aussi strictement supérieur & f (M)
(ce voisin existe car les points de % ne peuvent pas étre isolés). Comme les points jaunes ont une valeur inférieure
ou égale a K, on en déduit qu’il existe une chaine de valeurs croissantes entre un point jaune (de valeur attribuée
inférieure & K) et le point M. D’apres ce qui précede, il existe un voisin de valeur strictement supérieure & f (M).
On peut ainsi parcourir une chaine croissante de valeurs attribuées. Comme 1’ensemble des points est fini, on ne
peut pas parcourir indéfiniment de voisin en voisin de cette manieére; il y a donc contradiction. On en déduit que
f (M) < K pour tout M € A.
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5. Supposons que g soit également une solution pour l'attribution k.

(a) Justifier que la fonction f — g vérifie la condition (2).
Correction : cela découle de la linéarité de la moyenne. Pour tout point M € £ :

£ (M) — g (M) = f(P1)+-C'l~+f(Pd) _ 9(P1)+'C-i'+g(Pd) _ (f(P1)—Q(Pl))+'c'i'+(f(Pd)—Q(Pd)).

(b) Que vaut f —gsur 77

Correction : comme f (M) =g (M) =k(M) sur #, f — g est la fonction nulle sur 7.
(¢) En déduire que f = g.
Correction : on note que f — g et g — f vérifient la condition (2). Comme ces deux fonctions sont nulles sur
¥, on en déduit que pour tout M € £, k(M) = K =0, c’est-a-dire qu’elles ont la méme attribution nulle.
Comme d’apres la question 4, pour tout point M € ., ona f(M)—g(M)<Ketg(M)—f(M)<K,onen
déduit que f — g est nulle sur ., c’est-a-dire que f = g.
6. Que peut-on dire de f s’il n’y a qu’un seul point jaune ?

Correction : s’il n’y a qu’un seul point jaune d’attribution K, alors la fonction constante f = K est une solution

pour cette attribution. Par unicité, c’est la seule solution. On en déduit qu’il faut attribuer le nombre K a tous les

points de A.
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Probleme III - Les nombres en or

On note ¢ la plus grande racine réelle de 1’équation z2

nombre d’or. Un réel x est dit un nombre en or s’il existe :

= 2 + 1. Le nombre ¢, connu depuis I’Antiquité, est appelé

— Deux entiers naturels p et ¢

— des entiers ap, ap_1,...,00,...,a_q ne prenant que les valeurs 0 et 1 tels que
T = a,p’ + ap—1¢p71 +daptagta_p 4+ a_qp 4.

Dans ce cas, on notera &> dpp—1 - .. a0, A—1 - .. A—q.
1 1
Par exemple si x = @3 + 2 +14+ — + —» on notera z1>1101,1001. On dira que alors 1101,1001 est une représentation
L2

en or de z.

I1 est clair que I'on peut rajouter, au début ou a la fin de la représentation, autant de 0 que I’on souhaite.

Une séquence de la représentation est une suite de 0 et de 1 qui apparait dans la représentation. Dans I'exemple
précédent, 10110 est une séquence de la représentation 1101,1001.

Partie A - Tous les entiers naturels sont en or
1. Montrer que, dans la représentation en or de z, on peut remplacer toute séquence 011 par 100 et réciproquement
afin d’obtenir une autre représentation en or de .

Par exemple le réel dont la représentation en or est 1101,1001 admet également 1110,0001 et 1101,0111 comme
représentation en or.

On dira que les deux séquences 011 et 100 sont équivalentes.

Correction : si 011 est une séquence dans la représentation de z, alors elle est de la forme * (o + 1) pour un
certain entier relatif k. Or, ¢ = ¢ + 1, donc cette séquence peut aussi s’écrire ©*¢?, ce qui correspond bien A la
séquence 100.

2. Plus généralement, donner une séquence dans laquelle il n’y a jamais deux 1 consécutifs et qui soit équivalente a
011---1 ou il y a n occurences du chiffre 1.

Correction : on applique 1’équivalence 011<+100 plusieurs fois de suite, de gauche & droite. Par exemple pour la
séquence 011111 :
011111 +» 100111 «» 101001.

On a donc la séquence 011---1 de taille n 4+ 1 équivalente a 1010- - - 100 si n est pair et 1010- - - 1001 si n est impair.
Les premieres chaines de taille 3 & 7 et leurs chaines équivalentes sont exposées ci-dessous :

011 < 100
0111 « 1001
01111 < 10100
011111 « 101001
0111111 < 1010100

3. Montrer que les entiers 2 et 3 sont des nombres en or et en donner une représentation en or.
Correction : comme ¢? = ¢+ 1, on a ¢? + ¢ + 1 = 2p2. On en déduit
1 1
Lt

c’est-a-dire 2> 1, 11.
D’apres 'équivalence 011151001, on a aussi 2> 10,01. On en déduit :

1
3:2+1=¢+1+?,

ou encore 3> 11,01.
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4. Montrer que tous les entiers naturels admettent une représentation en or.
Correction : donnons une preuve constructive. Supposons qu’on veuille obtenir la décomposition de n. Appliquons
la division euclidienne de n par 2 : n = 2p + ¢, avec p un entier naturel et ¢ € {0;1}.

— Ajouter p aux rangs 1 et -2.

— Remplacer le chiffre au rang 0 par q.

— Pour chaque chiffre ¢ différent de 0 ou 1, de gauche a droite, notons k son rang.
(a) Effectuer la division euclidienne de ¢ par 2 : ¢ = 2p’ + ¢’ avec p’ entier, ¢’ € {0;1}.
(b) Ajouter p’ aux rangs k + 1 et k — 2. Remplacer ¢ au rang k par ¢’'.

(¢) Recommencer les deux étapes précédentes tant qu’il reste des chiffres dans la décomposition qui ne sont
pas des 0 ou des 1.

L’étape (b) correspond & la division euclidienne par 2, en utilisant 1’équivalence 0200<+1001 (ne pas oublier d’ajouter
les séquences trouvées entre elles si elles se recouvrent). Par exemple, avec x =9 :

941,04
9> 201,4002

9> 1004,003001
91>1020,031011
91>1100,211111
9>1101,012111
91>1101,020121
91>1101,1003011
91>1101,1011021
91>1101,10111011

On vérifie ©® +@® + 14+ L+ 2+ o4+ 05+ ¢ 7+ o8 = 9. Cette méthode se déroule en un nombre fini
d’étapes par propriété de l'algorithme d’Euclide.

Partie B - Représentation en or pur

On dira qu’une représentation > apap—1...060,a—1 ...a_g d'un nombre en or est en or pur si pour tout ¢,
a;Qi41 = 0.

En d’autre termes, une représentation de z est en or pur si elle ne contient jamais deux 1 consécutifs.

Soit x un réel non nul, si x> apap—1...a0,a-1...a—g, on définit la teneur en or de la représentation comme étant
égale a I’exposant de la plus grande puissance de ¢ dont le coefficient vaut 1, dans 1'égalité a,¢? + - - +a_qp 7.

Par exemple la teneur de la représentation 1101,1001 est égale a 3 et celle de 0,0010 est égale a -3.

1. Donner une représentation en or pur des entiers 2,3,4 et 5.
Correction : on a déja vu 2> 10,01. Comme 31>11,01, on a donc 3100, 01 en utilisant I’équivalence 011++100. En
écrivant 4 = 3+ 1, on en déduit 4> 101, 01.
Pour 5, on utilise la méthode de la question 4 de la partie A,

521,02
55101, 2001
55102, 0011
55110, 0111

donc 51 110,0111 et en utilisant les équivalences 011100 et 01111001, 5 1000,1001. En résumé :

210,01
3100, 01
41101, 01
51000, 1001
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2. Soit x un réel ayant une représentation en or pur de teneur en or égale a n.

(a)

Montrer que
(pn S T < 4,0“+1.

Correction : on note que z doit étre strictement positif s’il possede une représentation en or, car alors il est
somme de nombres positifs. D’abord, = > ¢, car on sait que le coefficient devant ¢" est 1. Comme le reste
de la représentation est positif ou nul (somme de puissances de ¢ avec des coefficients de 0 ou 1), on arrive au
résultat. D’autre part, comme x admet une représentation en or pur de teneur n, il existe un entier m tel que

m

—2k

z <Y o,
k=0

car la représentation ne peut pas avoir deux 1 consécutifs. Or, en utilisant la formule pour une somme
géométrique,

ok ~ _ovk 1- (‘P_Q)mH —2m—2 +1 —2m—1 +1
D ="y (97 :wnl_—(p_gzwnw(lfso TR = gt R gt
k=0 k=0

on en déduit que z < "1,

Montrer que la représentation en or pur d’un réel, si elle existe, est unique.

Correction : supposons qu’un réel x ait deux représentations en or pur. Les teneurs des deux représentations
sont égales car sinon on ne peut pas avoir simultanément o™ < x < ™t et " < x < " pour m # n. Le
premier coefficient non nul des deux représentations est donc au méme rang.

Mais alors z — ¢™ admet aussi deux représentations en or pur de méme teneur, par 'argument précédent. On
en déduit que le second coefficient non nul des représentations est au méme rang pour les deux représentations.
En continuant 'opération selon une récurrence finie, on en déduit que tous les coefficients non nuls des deux
représentations de x sont aux méme rangs, donc qu’elles sont égales.

3. Soit  un réel non nul ayant une représentation en or pur.

(a)

Exprimer la teneur en or de la représentation en or pur de = a ’aide des fonctions logarithme népérien et partie

entieére.

Correction : comme ¢" < z < ¢"! et la fonction logarithme népérien est croissante sur R, on en déduit

nlny <Inz < (n+ 1)Inp. Ainsi, en notant |a| la partie entiere d’un réel a :

{lnxJ
n=|—1|.
Inp

(ou encore n = [log,, x|, si on note log,, le logarithme de base ¢)

Ecrire un algorithme permettant de déterminer cette représentation.

Correction : comme la teneur en or de z est n = [lnx/In¢p|, on en déduit que la teneur en or de z — @™ est
n' = |In(z — ¢") /Ingp|. On peut donc écrire 'algorithme suivant (ici en langage algobox) :

v VARIABLES

—x EST'DU'TYPE NOMBRE

—n EST'DU TYPE NOMBRE

—S EST'DU'TYPE NOMBRE

—phi EST'DU'TYPE NOMBRE

v DEBUT ALGORITHME

—phi PREND'LA'VALEUR (1 + sqrt(5)) / 2

—LIRE x

v TANT'QUE (x ; 0) FAIRE
DEBUT TANT QUE
n PREND'LA'VALEUR floor(log(x) / log(phi))
x PREND'LA'VALEUR x - pow(phi,n)
S PREND'LA'VALEUR S + pow(10,n)
FIN'TANT QUE

—AFFICHER S

—FIN'ALGORITHME

Le nombre en sortie S sera la décomposition en or pur de x. On note que cet algorithme peut tres bien ne pas
terminer si x n’admet pas de représentation en or pur!
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4. Appliquer votre algorithme pour z = 2018.

Correction : en appliquant 1’algorithme de la question précédente, on trouve les rangs successifs pour les coefficients
non nuls de la représentation en or pur de 2018.

|
\‘ n2018J 15,
lny

Iny

{m (2018 — <p15)J "

1 _ .15 13
{ n (2018 ® ® )J _ 10,
Inp

)

In (2018 _ s015 _ S013 _ S010) .
Inyp N

In (2018 _ (,015 _ 9013 _ (plo _ <P4>
Inp

In (2018 _ 9015 _ @13 _ ()010 _ 904 _ s02)
Inyp

lnp

In (2018 o 9015 o 9013 o (pw o <)04 o 902 o @72 o @74)
Inp

=11,

{m (2018 — p!% — 18 — 10—t — 2 — 2 — =4 — s@‘”)J _ 16

Inp
et P+ B4+l 0 4+t + 242+ 4+ 4716 = 2018, ou encore 2018>1010010000010100, 0101000000100001.

5. Montrer qu'un réel en or possede forcément une représentation en or pur.

Correction : il suffit de remplacer, en commencant par la droite et de droite a gauche, les séquences 01---1 de 1
consécutifs par leur séquence équivalente 1010- - - 100 ou 1010- - - 1001. Ces séquences n’ayant pas de 1 consécutifs, on
obtient donc une représentation en or pur.

Par exemple, en transformant les séquences encadrées par leurs séquences équivalentes en bleu :

0101110101111[011 |
01011101/ 011111 J00,
+010111[011 0100100,
++01[01111 000100100,

<011 0100000100100,
+1000100000100100.

6. Montrer qu’il existe des réels strictement positifs qui ne sont pas en or.
Correction : on peut montrer que tout nombre en or peut s’écrire :

a+ b5,

oll a et b sont des nombres rationnels. En effet, comme ¢? = ¢ + 1, toute puissance (positive ou négative) de ¢ peut
s’écrire de la forme py + ¢, ol p et ¢ sont des entiers relatifs, et on a p = (1 + \/5) /2.

Comme les nombres transcendants (comme e et m) ne peuvent pas étre écrits de cette maniere, e et m sont des
exemples de réels strictement positifs n’admettant pas de représentation en or. C’est aussi le cas de /p, oll p est un
nombre premier différent de 5.
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